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Caṕıtulo 1

Espacio de funciones

versión 17 agosto 2009

1.1. Definiciones

Definición 1.1 Denotemos por C0 [a, b] al conjunto de funciones complejas continuas de una
variable real t ∈ [a, b]. Además, escojamos que:

∀f ∈ C0 [a, b], f(a) = f(b). (1.1)

Notemos que claramente se cumple

Si f, g ∈ C0 [a, b] =⇒ f + g ∈ C0 [a, b] (1.2a)

y

si f ∈ C0 [a, b] y λ ∈ C =⇒ λf ∈ C0 [a, b] . (1.2b)

Definición 1.2 Denotemos por C [a, b] al conjunto de funciones complejas seccionalmente
continuas, acotadas (o sea, con discontinuidades “mansas” o de primera especie), de una
variable real t ∈ [a, b].

a

s

t0 b
-
t

f ∈ C[a, b]

Si t0 es un punto de discontinuidad, la función f debe estar dada, en ese punto, por

f(t0) =
1

2

[
f(t+0 ) + f(t−0 )

]
. (1.3)

Podemos afirmar que los conjuntos C0 [a, b] y C [a, b] forman espacios vectoriales sobre el
cuerpo de los complejos. Además, C0 [a, b] ⊂ C [a, b].

1



2 CAPÍTULO 1. ESPACIO DE FUNCIONES

Definición 1.3 Consideremos dos funciones f, g ∈ C [a, b]. Definimos su producto escalar
como

( f | g ) =

∫ b

a

f ∗(t)g(t) dt (1.4)

Propiedades del producto escalar. Sean f, g, h ∈ C [a, b] y λ ∈ C.

( f | g ) = ( g | f )∗ (1.5a)

( f | g + h ) = ( f | g ) + ( f |h )

( f + g |h ) = ( f |h ) + ( g |h ) (1.5b)

(λf | g ) = λ∗ ( f | g )

( f |λg ) = λ ( f | g ) (1.5c)

Si f 6≡ 0 =⇒ ( f | f ) > 0. (1.5d)

Definición 1.4 Un espacio vectorial complejo dotado de un producto escalar con las pro-
piedades anteriores, ecuaciones (1.5), se conoce como espacio pre-Hilbert.

Definición 1.5 Sea f ∈ C [a, b]. Definimos su norma:

‖ f ‖ =
√

( f | f ) ∈ R. (1.6)

Propiedades de la norma. Sean f, g ∈ C [a, b] y λ ∈ C.

‖ f ‖ ≥ 0 (1.7a)

‖λf ‖ = |λ| ‖ f ‖ (1.7b)

| ( f | g ) | ≤ ‖ f ‖ · ‖ g ‖ Desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.7c)

‖ f ± g ‖ ≤ ‖ f ‖+ ‖ g ‖ Desigualdad Triangular (1.7d)

Si f(z) 6≡ 0 =⇒ ‖ f ‖ > 0. (1.7e)

Demostración Desigualdad de Cauchy-Schwartz, ecuación (1.7c). Sea λ ∈ C arbitrario.

0 ≤ ‖λf + g ‖2 = (λf + g |λf + g ) = λλ∗ ‖ f ‖2 + λ∗ ( f | g ) + λ ( g | f ) + ‖ g ‖2 .

Siendo λ arbitrario, tomémoslo entonces como:

λ = −( f | g )

‖ f ‖2 =⇒ λ∗ = −( g | f )

‖ f ‖2 .

(Observar que esta elección corresponde a un extremo del lado derecho de la relación anterior
con respecto a λ. Es decir, simplemente estamos diciendo que, si el lado derecho es siempre
positivo, en particular lo es su valor máximo o mı́nimo.) Luego

0 ≤ | ( f | g ) |2

‖ f ‖4 ‖ f ‖2 − 2
| ( f | g ) |2

‖ f ‖2 + ‖ g ‖2 = −| ( f | g ) |2

‖ f ‖2 + ‖ g ‖2
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| ( f | g ) |2 ≤ ‖ f ‖2 · ‖ g ‖2

| ( f | g ) | ≤ ‖ f ‖ · ‖ g ‖ .

q.e.d.

Demostración Desigualdad triangular, ecuación (1.7d). De la definición de norma

‖ f ± g ‖2 = ( f ± g | f ± g ) = ( f ± g | f )± ( f ± g | g ) ∈ R,
‖ f ± g ‖2 = Re [( f ± g | f )± ( f ± g | g )] ,

y como ±Re [z] ≤ |z| =
√

(Re[z])2 + (Im[z])2 , entonces:

‖ f ± g ‖2 ≤ | ( f ± g | f ) |+ | ( f ± g | g ) |.

Usando Cauchy-Schwartz,

‖ f ± g ‖2 ≤ ‖ f ± g ‖ · ‖ f ‖+ ‖ f ± g ‖ · ‖ g ‖ ,
‖ f ± g ‖ ≤ ‖ f ‖+ ‖ g ‖ .

q.e.d.

1.2. Sucesiones de funciones

Definición 1.6 Sea fn(t) con n = 0, 1, 2, . . ., una sucesión de funciones. Si ∀ t ∈ [a, b] fijo, y
∀ ε > 0 ∃ N tal que

|fn(t)− F (t)| < ε para n > N, (1.8)

para una cierta función F (t), entonces decimos que fn(t) converge puntualmente a F (t) en
[a, b], y se escribe fn(t) −−−→

n→∞
F (t). Observemos que N depende posiblemente de t.

Definición 1.7 Una sucesión de funciones fn(t) con n = 0, 1, 2, . . ., converge uniformemente
a F (t) si ∀ ε > 0 ∃ N tal que

|fn(t)− F (t)| < ε para n > N y ∀ t ∈ [a, b]. (1.9)

Escribiremos en tal caso fn(t)
unif−−−→
n→∞

F (t).
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Definición 1.8 La distancia entre dos funciones f , g ∈ C [a, b] se define por

‖ f − g ‖ =

√∫ b

a

(f − g)∗(f − g). (1.10)

A partir de la definición y las propiedades de la norma, se tiene

‖ f − g ‖ = 0⇐⇒ f(t) = g(t) ∀ t ∈ [a, b].

Definición 1.9 Una sucesión de funciones fn(t) con n = 0, 1, 2, . . ., converge en la norma a
F (t) si ∀ ε > 0 ∃ N tal que

‖ fn − F ‖ < ε para n > N . (1.11)

Escribiremos en tal caso fn
N−→ F o bien ĺım

n→∞
‖ fn − F ‖ = 0.

Para ilustrar las diferencias entre los distintos tipos de convergencia anteriores, conside-
remos algunos ejemplos.

Ilustraciones

1) En el intervalo [0, 1] consideremos la función

fn(t) =


√
n si t ∈

(
1

2n
, 1
n

)
1
2

√
n si t = 1

2n
, 1
n

0 en otro caso.

1

2n

s

1

n

s

1

√
n

1

2

√
n

-

6

t

Notemos que f(t) desarrolla un gran peak cerca de t = 0 cuando n → ∞. Mostraremos
que esta función converge puntualmente a cero, pero no converge uniformemente a cero (y,
de hecho, no converge a ninguna función uniformemente), y tampoco converge en la norma
a cero (aunque śı converge en la norma a otra función.)

a) fn −−−→
n→∞

0.

En efecto, notamos primero que, si t = 0, entonces fn(t) = 0, ∀ n.
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Ahora consideramos t 6= 0, con 0 < t < 1. Hay que mostrar que, si n es suficientemente
grande, entonces fn(t) se hace arbitrariamente pequeño. Técnicamente, nos damos un
ε > 0, y hay que encontrar un N tal que |fn(t)| < ε, ∀n > N . Notamos que la función es
tal que sólo es no nula en un pequeño subintervalo de [0, 1], y que si fn(t) 6= 0 para un t
y n dados, entonces basta con “esperar” que n crezca lo suficiente para que t quede fuera
del intervalo (1/2n, 1/n). A partir de ese momento, la función será nula en t, para todos
los n sucesivos.

Esto nos lleva a concluir que, para un t fijo (notar lo importante que es eso), el valor
de N que estamos buscando es cualquiera tal que t > 1/N , es decir, cualquiera tal que

N > 1/t. Como N debe ser un entero, podemos tomar, por ejemplo, N = 1 +

[
1

t

]
, donde

[x] representa la parte entera de x. Con esta elección, se tiene que si n > N , entonces
fn(t) = 0 ∀ n > N .

b) fn
unif−−−→
n→∞

0.

/
Dado n, y suponiendo que existe N , basta seleccionar t ∈

[
1

2n
,

1

n

]
para que fn crezca

sobre cualquier cota. Luego fn no puede converger uniformemente a 0, ya que, aunque
acotáramos a fn en todo el intervalo [0, 1] con una única cota (debe ser todo el intervalo
porque queremos convergencia uniforme), dicha cota seŕıa sobrepasada para algunos t
tarde o temprano, a medida que N crece.

c) fn
N−−−→

n→∞
0.

/
fn no converge en la norma a cero. De hecho,

‖ fn − 0 ‖2 =

∫ 1

0

dt | fn(t) |2 =

∫ 1
n

1
2n

dt (
√
n )2 =

1

2n
n =

1

2
∀ n ,

de modo que fn de hecho śı converge a alguna función en la norma, pero dicha función es
F (t) = 1/2.

2)

fn(t) =


1 si t ∈

[
0, 1

n

]
1
2

si t = 1
n

0 si t > 1
n

.

fn(t) no puede converger a cero uniformemente, pues fn(0) = 1 6= 0, pero śı en la norma:

‖ fn − 0 ‖2 =

∫ 1
n

0

dt | fn(t) |2 =
1

n
−−−→
n→∞

0 .

3) Sea fn(t) = cosn t, con t ∈ [−π
2
, π

2
] y n ∈ N. Claramente fn ∈ C [−π

2
, π

2
], ∀n ∈ N.
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0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

−π/2 π/20

Es claro que

fn(t) −−−→
n→∞

f(t) =

{
0 ∀t ∈ [−π

2
, π

2
], con t 6= 0

1 si t = 0
.

Esto es convergencia puntual. La función f(t) ∈ C [−π
2
, π

2
]. Pero claramente fn no converge

uniformemente a f(t), ya que el N que debo elegir de manera que
∣∣ fn(t)− f(t)

∣∣ sea tan
pequeño como se quiera, ∀ n > N , depende del t que elija.

Por otra parte, si F (t) ≡ 0, ∀ t ∈ [−π
2
, π

2
], entonces, fn(t)

N−→ F (t), es decir

∀ ε > 0 ∃ N tal que ‖ fn − F ‖ < ε para n > N .

En efecto, como F (t) es nula en todo el intervalo, la diferencia en la norma entre las dos
funciones es

‖ fn ‖ =

√∫ b

a

cos2n t dt ,

expresión que se puede hacer arbitrariamente pequeña (menor que ε) para n suficientemente
grande.

Los ejemplos anteriores nos permiten concluir, como corolario, que la convergencia en la
norma no implica convergencia puntual ni convergencia uniforme. Sin embargo, el inverso
śı es cierto, como se demuestra a continuación.

Proposición 1.1 Convergencia uniforme en un intervalo finito implica convergencia en la
norma.

Demostración Sea ε > 0 ∃ N0 tal que

| fn(t)− F (t) | < ε, ∀n > N0 y ∀ t ∈ [a, b] ,

luego

‖ fn − F ‖ =

√∫ b

a

| fn(t)− F (t) |2 dt <

√∫ b

a

ε2 dt =
√
ε2(b− a) = ε

√
b− a ,
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lo cual nos da una cota para la norma:

‖ fn − F ‖ < ε
√
b− a ∀ n > N0 .

q.e.d.

Teorema 1.1 de Weierstrass (sin demostración)
Sea f continua en [a, b], entonces se tiene que ∀ ε > 0 existe un polinomio p(t) tal que:

| f(t)− p(t) | < ε ∀ t ∈ [a, b]. (1.12)

(Es decir, f es aproximable uniformemente por polinomios.)

Proposición 1.2 Sea f ∈ C0 [a, b]. ∀ ε > 0 dado, existe un polinomio p tal que ‖ f − p ‖ < ε.

Demostración Usando el teorema de Weierstrass, sabemos que existe un polinomio p(t)
tal que

| f(t)− p(t) | < ε√
b− a

∀ t ∈ [a, b] ,

luego

‖ f − p ‖ =

√∫ b

a

| f(t)− p(t) |2dt <

√∫ b

a

ε2

b− a
dt = ε,

‖ f − p ‖ < ε

q.e.d.

Proposición 1.3 ∀ g ∈ C [a, b] se puede construir una función f ∈ C0 [a, b] tal que ‖ g − f ‖ <
ε, donde ε es arbitrario.

Demostración Sea g ∈ C [a, b] con K discontinuidades en {ti}ni=1 dentro del intervalo [a, b]
y sea M = máx

a≤t≤b
| g(t) |. Consideremos una función f ∈ C0 [a, b] definida de modo que coincida

con g, salvo en una vecindad de ancho 2δ:

x1
x1−δ x1+δ

f(b)f(b)

f(a) f(a)

a a+δ b−δ b
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Tenemos que | f(t) | ≤M ∀ t ∈ [a, b]. Usando la desigualdad triangular:

| g(t)− f(t) | ≤ | g(t) |+ | f(t) | ≤ 2M,

con lo cual podemos acotar la distancia entre las funciones

‖ g − f ‖2 =

∫ b

a

| g(t)− f(t) |2 dt =
K∑
ν=1

∫ tν+δ

tν−δ
| g(t)− f(t) |2 dt ≤ 2δ(2M)2

(
K∑
ν=1

1

)
= ε .

Ya que δ lo podemos hacer arbitrariamente pequeño, tenemos demostrada la proposición.

q.e.d.

Las últimas dos proposiciones conducen al siguiente teorema:

Teorema 1.2 de Aproximación Una función g ∈ C [a, b] se puede aproximar en la norma
por un polinomio p(t) tal que ‖ g − p ‖ < ε arbitrario.

Demostración Sea f ∈ C0 [a, b] tal que ‖ g − f ‖ < ε

2
. Sea p(t) un polinomio tal que

‖ f − p ‖ < ε

2
. Luego

‖ g − p ‖ = ‖ g − f + f − p ‖ ≤ ‖ g − f ‖+ ‖ f − p ‖ < ε.

q.e.d.

El teorema de Weierstrass se puede generalizar a funciones de más de una variable. Esto
permite resultados como el siguiente.

Proposición 1.4 Sea f ∈ C0 [−π, π], entonces existe un polinomio trigonométrico que apro-
xima a f uniformemente.

Demostración Sea f ∈ C0 [−π, π]. Construimos una función F (r, θ) = rf(θ). Claramen-
te F (r, θ) es continua en todo el plano x-y. Sea F̃ (x, y) ≡ F (r, θ). Usando el teorema de
Weierstrass tenemos que existen aµν tales que∣∣∣∣∣∣∣ F̃ (x, y)−

∑
µ=0,1,...,n
ν=0,1,...,n

aµνx
µyν

∣∣∣∣∣∣∣ < ε ∀x, y en el plano x-y.

Reemplazando x = r cos θ e y = r sen θ, podemos reescribir la doble suma∑
µ,ν

aµνx
µyν =

∑
µ,ν

aµνr
µ+ν cosµ θ senν θ.
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Evaluemos en r = 1. Además, sabemos que un producto de la forma cosµ θ senν θ se puede
escribir como una combinación lineal de productos de la forma cos(mθ) sen(nθ). Tenemos
entonces ∣∣∣∣∣ f(θ)−

∑
m,n

bmn cos(mθ) sen(nθ)

∣∣∣∣∣ < ε ∀ θ ∈ [−π, π].

q.e.d.

Definición 1.10 Una sucesión {fn} en C [a, b] se dice sucesión de Cauchy si ∀ ε > 0 existe un
N ∈ N tal que para todo n,m ≥ N se tiene que ‖ fn − fm ‖ ≤ ε.

La definición anterior se puede generalizar a espacios de funciones sin norma.
Es inmediato verificar que si {fn} converge a una función f en la norma, entonces es de

Cauchy, pues
‖ fn − fm ‖ ≤ ‖ fn − f ‖+ ‖ fm − f ‖ ,

y ambos términos en el lado derecho se pueden acotar por un ε > 0 arbitrario. El inverso, sin
embargo, es falso, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo Consideremos el conjunto de funciones reales C [0, 1], con el producto escalar defi-
nido como

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(x)g(x) dx .

Consideremos

fn(x) =


1 si 0 ≤ x ≤ 1

2

1− (x− 1
2
)n si 1

2
< x < 1

2
+ 1

n

0 si 1
2

+ 1
n
≤ x ≤ 1

.

f  x(  )

1/2 + 1/ n

1

x
11/2

Se tiene que

‖ fn − fm ‖2 ≤
∫ 1/2+1/n

1/2

| fn(x)− fm(x) |2 dx ≤ 1

2
,

de modo que es una sucesión de Cauchy. Sin embargo, se puede ver que {fn} “tiende” a una
función discontinua, y por lo tanto no converge en C [0, 1].
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Definición 1.11 Un espacio normado es llamado completo si toda sucesión de Cauchy es
convergente. A un espacio normado completo se le llama espacio de Banach. A un espacio
pre-Hilbert que es completo se le llama espacio de Hilbert.

Definición 1.12 El conjunto de funciones {ϕn(t)}n=0,±1,±2,... se dice ortonormal si

(ϕn |ϕm ) = δnm ∀n,m. (1.13)

Ilustración

Como ejemplo de funciones ortonormales tenemos las cn(t) ∈ C0 [−π, π] con n = 0,±1,±2, . . .
que se definen como

cn(t) =
1√
2π
eint.

Claramente:

( cn | cm ) =
1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)t dt = δnm ∀n,m.

Definición 1.13 Un conjunto de funciones {ϕn(t)}n=0,±1,±2,...,ν se dice linealmente dependien-
te cuando

ν∑
n=1

anϕn(t) = 0, ∀ t ∈ [a, b], (1.14)

es posible sin que todos los an sean nulos. En caso contrario son linealmente independientes.

Proposición 1.5 Un sistema ortogonal de funciones es siempre linealmente independiente
(l.i.). (Demostración como ejercicio.)

1.3. Proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt

Sea {vν}ν=1,2,... un conjunto linealmente independiente de funciones en C [a, b]. Para cons-
truir un conjunto ortonormal debemos seguir los siguientes pasos:

– Construimos ϕ1 =
v1

‖ v1 ‖
tal que (ϕ1 |ϕ1 ) = 1.

– Considerar ϕ2 = v2 − (ϕ1 | v2 )ϕ1. Entonces

(ϕ2 |ϕ1 ) = ( v2 |ϕ1 )− (ϕ1 | v2 )∗ (ϕ1 |ϕ1 ) = ( v2 |ϕ1 )− ( v2 |ϕ1 ) = 0.

Luego, normalizando,

ϕ2 =
ϕ2

‖ϕ2 ‖
.



1.4. COEFICIENTES DE FOURIER 11

– Ahora tomamos ϕ3 = v3−(ϕ1 | v3 )ϕ1−(ϕ2 | v3 )ϕ2. Se puede comprobar que efectivamente
(ϕ3 |ϕ1 ) = (ϕ3 |ϕ2 ) = 0. Finalmente, normalizando,

ϕ3 =
ϕ3

‖ϕ3 ‖
.

– Y continuamos en forma análoga para el resto de los vectores.

El conjunto de funciones {ϕn}n=1,2,... construido de la manera anterior es un conjunto
ortonormal.

Ejercicio. Para el conjunto de funciones {1, x, x2, x3, . . .} encontrar el sistema ortonormal
en el intervalo [−1,+1]. Compare su resultado con los polinomios de Legendre.

1.4. Coeficientes de Fourier

Sea {ϕn(t)}n=1,2,... un conjunto ortonormal de funciones tal que ϕn ∈ C [a, b]∀n. Sea f(t)

una función tal que
∫ b
a
| f(t) |2 dt <∞. Deseamos aproximar f(t) por una suma finita

SI(t) =
∑
n∈I

Cnϕn(t) ,

de manera que ‖ f − SI ‖ sea mı́nimo (siendo I un conjunto de ı́ndices prescrito). Es decir,
el objetivo es encontrar los coeficientes Cn de modo que el error cuadrático medio:

MI(f) = ‖ f − SI ‖2 =

∫ b

a

∣∣∣∣∣ f(t)−
∑
n∈I

Cnϕn(t)

∣∣∣∣∣
2

dt ,

sea mı́nimo. Evaluemos el error cuadrático medio

MI(f) =

∫ b

a

| f |2 +
∑
n∈I

|Cn |2
∫ b

a

|ϕn |2 −
∑
n∈I

Cn

∫ b

a

f ∗ϕn −
∑
n∈I

C∗n

∫ b

a

fϕ∗n

= ‖ f ‖2 +
∑
n∈I

|Cn |2 −
∑
n∈I

Cn(ϕn | f )∗ −
∑
n∈I

C∗n (ϕn | f )

+
∑
n∈I

| (ϕn | f ) |2 −
∑
n∈I

| (ϕn | f ) |2

= ‖ f ‖2 −
∑
n∈I

| (ϕn | f ) |2 +
∑
n∈I

|Cn − (ϕn | f ) |2 ≥ 0 ,

ya que la norma es mayor igual a cero siempre. Claramente el mı́nimo se obtiene cuando
Cn = (ϕn | f ). De lo anterior se desprende:∑

n∈I

|Cn |2 =
∑
n∈I

| (ϕn | f ) |2 ≤ ‖ f ‖2 Desigualdad de Bessel (1.15)
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Definición 1.14 Los coeficientes (ϕn | f ) son llamados los coeficientes de Fourier de f res-
pecto del sistema ortonormal {ϕn}n=1,2,....

Definición 1.15 Si un conjunto de funciones {ϕn} en cierto espacio permite aproximar en
la norma, con sus combinaciones lineales, cualquier función f del espacio tan bien como se
quiera, i.e. ∥∥∥∥∥ f −∑

n

anϕn

∥∥∥∥∥ < ε, para ε arbitrario,

se dice que es un conjunto completo respecto a este espacio.

Sean Cn = (ϕn | f ) los coeficientes de Fourier de f respecto de un conjunto ortonormal
{ϕn}, entonces la completitud de este conjunto se puede expresar por

ĺım
m→∞

∥∥∥∥∥ f −
m∑
n=1

Cnϕn

∥∥∥∥∥ = 0 ,

lo que también podemos escribir como

f
N
=
∑
{ϕn}

Cnϕn .

Lo anterior no implica que f(t) =
∞∑
n=1

Cnϕn(t) en algún otro sentido (convergencia puntual

o uniforme), y para recordarlo es importante mantener la N sobre la igualdad. Si

f
N
=
∑
{ϕn}

Cnϕn

entonces

‖ f ‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
{ϕn}

Cnϕn

∥∥∥∥∥∥
2

,

luego se cumple

‖ f ‖2 =

∫ b

a

| f |2 =
∑
n

|Cn |2 Igualdad de Parseval (1.16)

Ejemplo El conjunto
{

1√
2π
eint
}
n∈Z

es ortonormal completo respecto a [−π, π].

f(t)
N
=

∞∑
n=−∞

Cn
eint√

2π
=⇒

∫ π

−π
| f |2 =

∞∑
n=−∞

|Cn |2 = ‖ f ‖2 .
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Teorema 1.3 Si el conjunto ortonormal {ϕn} es completo respecto a C [a, b], entonces en C
la única función ortonormal a todo ϕn es f(t) ≡ 0.

Demostración Si f(t0) 6= 0, la función también es no nula en una vecindad en torno a t0,
por lo tanto ∫ b

a

| f |2 = ‖ f ‖2 > 0 ,

pero usando la igualdad de Parseval tenemos para la norma de f

‖ f ‖2 =
∑
n

|Cn |2 =
∑
n

| (ϕn | f ) |2 > 0 ,

es decir, f no es ortogonal a todos los ϕ: ¡contradicción! Luego f debe ser idénticamente nula.

q.e.d.

Teorema 1.4 Sea {Sn(t) ∈ C0 [a, b]}; si existe F (t) tal que la sucesión Sn(t) =
n∑
ν=0

cνϕν(t)

converge uniformemente, i.e.

Sn(t)
unif−−−→
n→∞

F (t) ,

entonces F (t) es continua, F (t) ∈ C0 [a, b].

Demostración

|F (t)− F (t′) | = |F (t)− Sn(t) + Sn(t)− Sn(t′) + Sn(t′)− F (t′) |
≤ |F (t)− Sn(t) |+ |Sn(t)− Sn(t′) |+ |Sn(t′)− F (t′) | .

De la convergencia uniforme, existe un N(ε) tal que, si n > N(ε) se cumple que

|F (t)− Sn(t) | < ε

3
∀ t ∈ [a, b] ,

luego

|F (t)− F (t′) | < 2

3
ε+ |Sn(t)− Sn(t′) | .

Pero Sn(t) es continua. Dado t fijo, y ε arbitrario, ∃ δ tal que

| t− t′ | < δ =⇒ |Sn(t)− Sn(t′) | < 1

3
ε =⇒ |F (t)− F (t′) | < ε .

q.e.d.

Este teorema asegura que una función discontinua no puede ser aproximada uniforme-
mente por una familia de funciones continuas (por ejemplo, las funciones sinusoidales).
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Teorema 1.5 Si dos funciones f, g ∈ C [a, b] tienen igual expansión en base completa (en el
sentido de aproximación en la norma), entonces f(t) = g(t).

Demostración Sean

S(t) =
∞∑
ν=0

(ϕν | f )ϕν(t)

la aproximación en la norma para f y g. Luego

‖ f − S ‖ = ‖ g − S ‖ = 0 .

Aśı

‖ f − g ‖ = ‖ f − S + S − g ‖ ≤ ‖ f − S ‖+ ‖S − g ‖ = 0 + 0 = 0 =⇒ f = g .

q.e.d.

Notar que este teorema es falso fuera de C [a, b]. Por ejemplo,

fn(t) =

{
1 si t = 0

0 si t 6= 0

tiene igual expansión que g(t) = 0.

Teorema 1.6 Sea {ϕ}∞ν=0 un conjunto ortonormal en C [a, b] y f ∈ C [a, b]. Entonces la serie
∞∑
ν=0

| (ϕν | f ) |2 converge. En particular,

(ϕν | f ) −−−→
ν→∞

0 .

Demostración De la desigualdad de Bessel,

∑
n∈I

|Cn |2 ≤ ‖ f ‖2 =

∫ b

a

dt | f(t) |2 .

Como el lado derecho es independiente de I, la suma está acotada superiormente. Siendo
todos sus términos positivos, debe converger. Luego (ϕν | f ) −−−→

ν→∞
0.

q.e.d.
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1.5. Integrales impropias (valor principal)

Considere la función f(t) =
1

t
.

Una integral como
∫ 1

−1
f(t) dt no está bien definida. Sin embargo, debiera ser nula simple-

mente por paridad. Para conciliar estos hechos, podemos entender este tipo de integrales, en
intervalos simétricos en torno a la divergencia (t = 0 en este caso), de la siguiente manera:

P
∫ 1

−1

f(t) dt = ĺım
ε→0

{∫ −ε
−1

f(t) dt+

∫ 1

ε

f(t) dt

}
= 0 . (1.17)

En el caso de funciones impares que son aśıntotas al eje x,

podemos definir la integral de la siguiente manera:

P
∫ ∞
−∞

f(t) dt = ĺım
G→∞

{∫ 0

−G
f(t) dt+

∫ G

0

f(t) dt

}
= 0. (1.18)

Definición 1.16 Valor principal de una integral. Sea t0 ∈ [a, b], f(t) integrable en la unión
[a, t0 − ε] ∪ [t0 + ε, b], ∀ ε > 0, f(t) singular si t→ t0. Si existe el ĺımite

ĺım
ε→0

[∫ t0−ε

a

f(t) dt+

∫ b

t0+ε

f(t) dt

]
≡ P
∫ b

a

f(t) dt , (1.19)

se le llama el valor principal de la integral.

Ejemplo Sea

f(t) =
1

t− t0
g(t) , con g(t) derivable en t0 .

P
∫ b

a

f(t) dt = P
∫ b

a

g(t)

t− t0
dt =

∫ b

a

[
g(t)− g(t0)

t− t0

]
dt+ g(t0) log

(
b− t0
t0 − a

)
.



16 CAPÍTULO 1. ESPACIO DE FUNCIONES

Si f(t) es integrable en todo intervalo finito de R, entonces, de existir, se define

P
∫ ∞
−∞

f(t) dt = ĺım
M→∞

∫ M

−M
f(t) dt . (1.20)

Ejemplo La integral
∫∞
−∞ dx 1/x sólo existe como valor principal en torno a x = 0 entre −∞

y +∞, y vale cero.

1.6. Convergencia según Cesàro

Considere la expansión en serie

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·

Ella converge para |x | < 1. A pesar de lo anterior evaluemos la función y su expansión en
serie en x = −1:

1

1− x

∣∣∣∣
x=−1

=
1

2
?
= 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · .

¿Será posible sumar la serie de modo que ésta śı converja al valor de la función en ese punto?

Consideremos las sumas parciales: S0 = 1, S1 = 0, S2 = 1, S3 = 0 y aśı sucesivamente.
Claramente no es convergente, sin embargo, si consideramos los promedios de las sumas
parciales, encontramos que ellos śı convergen y lo hacen al valor de la función en ese punto.
En efecto:

S0 = 1 ,
S0 + S1

2
=

1

2
,

S0 + S1 + S3

3
=

2

3
,

S0 + S1 + S3 + S4

4
=

1

2
,

S0 + · · ·+ S5

5
=

3

5
, . . . −→ ĺım

n→∞

n∑
ν=0

Sν

n
=

1

2
.

Definición 1.17 Consideremos la suma parcial

SN =
N∑
`=0

T` .

Definimos la suma de Cesàro de esta serie como:

S∗∞ = ĺım
M→∞

1

M

M−1∑
N=0

SN = ĺım
M→∞

∞∑
`=0

(
1− `

M

)
T` (1.21)

(reagrupando la suma finita).
El factor (1−`/M) aparece como un factor de convergencia, que permite que los términos

de orden más alto pesen menos al sumar (logrando aśı la convergencia de la serie), pero
desapareciendo al tomar el ĺımite M −→ ∞, de modo que la suma converja al valor de la
suma original.
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Siguiendo con el ejemplo de la serie geométrica,

T` = (−1)` =⇒ S2N = 1, S2N+1 = 0

∞∑∗

n=0

(−1)n =
1

M
(1 + 0 + 1 + 0 + · · · ) ' 1

M

(
M

2

)
=

1

2
.

La convergencia ordinaria necesita que el ĺım
n→∞

n∑
ν=0

aν exista.

La convergencia según Cesàro necesita que el ĺım
n→∞

1

n

n∑
ν=0

ν∑
µ=0

aµ exista.

Problemas similares a la serie discreta anterior ofrece calcular la integral, desde cero hasta

infinito, de una función oscilante, que no decrece, del tipo

∫ ∞
0

sen(ωx) dx:

+

-

+

-

+

-

+

En el mismo esṕıritu del caso discreto, proponemos la siguiente definición.

Definición 1.18 Definimos una integral Cesàro de la siguiente manera:

ĺım
y→∞

∗∫ ∞
0

f(t) dt = ĺım
y→∞

1

y

{∫ y

x=0

dx

∫ x

t=0

dt f(t)

}
. (1.22)

Podemos encontrar una expresión alternativa para la integral de Cesàro integrando por partes
la ecuación (1.22):

∗∫ ∞
0

f(t) dt = ĺım
y→∞

1

y

[∫ y

x=0

dx

∫ x

t=0

dt f(t)

]
= ĺım

y→∞

1

y

[
x

∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣y
0

−
∫ y

0

xf(x) dx

]
= ĺım

y→∞

1

y

[
y

∫ y

0

f(t) dt−
∫ y

0

xf(x) dx

]
∗∫ ∞

0

f(t) dt = ĺım
y→∞

∫ ∞
0

(
1− x

y

)
f(x) dx . (1.23)

Vemos aqúı cómo el factor (1 − `/M) en el caso discreto (1.21) proviene simplemente de
reordenar la suma. La expresión formal (1.23) permite ver la aparición de un factor de
convergencia (1− x/y), pero no es necesariamente útil en la práctica.
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Evaluemos como ejemplo la integral Cesàro de la función f(x) = sen(ωx) con ω 6= 0,
usando la ecuación (1.22) directamente.

∗∫ ∞
0

sen(ωt) dt = ĺım
y→∞

1

y

[∫ y

x=0

dx

∫ x

t=0

dt sen(ωt)

]
= ĺım

y→∞

1

y

∫ y

0

[
1− cos(ωx)

ω

]
dx

= ĺım
y→∞

[
1

ω
− 1

ω2

sen(ωy)

y

]
∗∫ ∞

0

sen(ωt) dt =
1

ω
(1.24)

Ejercicio Evalúe
∗∫ ∞

0

cos(ωt) dt, con ω 6= 0.
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[1], el cual está claramente orientado para matemáticos. Una referencia más al gusto de un
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3 G. H. Hardy, Divergent Series, Chelsea Publishing, Nueva York 1949 (ISBN 0 8284 0334
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Caṕıtulo 2

Series de Fourier

versión 24 agosto 2009

Sea f una función arbitraria en C [−π, π], i.e.

[−π, π]
f−→ C tal que

∫ π

−π
|f(t)|2 dt <∞ .

Sea {ϕν}ν∈Z un conjunto de funciones ortonormales en C [−π, π], definidas como ϕν(t) =
eiνt√

2π
.

Los coeficientes de Fourier, Cν = (ϕν | f ), satisfacen∑
ν

|Cν |2 ≤
∫ π

−π
| f |2 <∞ (Desigualdad de Bessel)

Luego
ĺım

ν→±∞
Cν = 0 . (2.1)

Necesitaremos un par de resultados preliminares. Observemos primero que

n∑
ν=−n

eiνµ = e−inµ
(
1 + eiµ + ei2µ + · · ·+ ei2nµ

)
=

1

a2n

(
1 + a2 + a4 + · · ·+ a4n

)
con a = eiµ/2

=
1

a2n

[
a4n+2 − 1

a2 − 1

]
=
a2n+1 − a−(2n+1)

a− a−1
.

Luego
n∑

ν=−n

eiνµ =
sen[(2n+ 1)µ/2]

sen(µ/2)
. (2.2)

Por otra parte, ∫ π

0

n∑
ν=−n

eiνµ dµ =

∫ π

0

[
1 + 2

n∑
ν=1

cos(νµ)

]
dµ = π .

19
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Usando (2.2)

π =

∫ π

0

sen[(2n+ 1)µ/2]

sen(µ/2)
dµ .

Tomando ν = µ/2:

πf(t) = 2

∫ π/2

0

f(t)
sen[(2n+ 1)ν]

sen ν
dν . (2.3)

Teorema 2.1 Sea f ∈ C [−π, π], entonces su serie de Fourier∑
ν∈Z

(ϕν | f )ϕν(t)

converge y representa a f(t) (convergencia punto a punto) en todo el intervalo [−π, π].

Demostración Considerar la suma parcial

Sn(t) =
n∑

ν=−n

Cν
eiνt√

2π
.

Los coeficientes de Fourier son

Cν = (ϕν | f ) =

∫ π

−π

e−iνt
′

√
2π

f(t′) dt′

2πSn(t) = 2π
n∑

ν=−n

Cν
eiνt√

2π
= 2π

n∑
ν=−n

∫ π

−π

e−iνt
′

√
2π

f(t′) dt′
eiνt√

2π

2πSn(t) =

∫ π

−π
f(t′)

n∑
ν=−n

eiν(t−t′) dt′

Sea u = t′ − t (du = dt′). Se tiene:

2πSn(t) =

∫ π−t

−π−t
f(u+ t)

n∑
ν=−n

e−iνu du .

Puesto que
∑n

ν=−n e
−iνn =

∑n
ν=−n e

iνn [ver (2.2), por ejemplo], y haciendo una extensión
periódica de f a todo R,

f(u± 2π) = f(u) ∀u ∈ R ,

resulta

2πSn(t) =

∫ π

−π
f(u+ t)

n∑
ν′=−n

eiν
′u du

πSn(t) =
1

2

∫ 0

−π
f(t+ u)

n∑
ν=−n

eiνu du+
1

2

∫ π

0

f(t+ u)
n∑

ν=−n

eiνu du
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Haciendo en la primera integral el cambio de variables u = −2v, y en la segunda el cambio
u = 2v:

πSn(t) =
1

2
(−2)

∫ 0

π/2

f(t− 2v)
n∑

ν=−n

eiν2v dv +
1

2
(2)

∫ π/2

0

f(t+ 2v)
n∑

ν=−n

eiν2v dv .

Usando (2.2) y (2.3):

π
[
Sn(t)− f(t)

]
=

∫ π/2

0

[
f(t− 2v) + f(t+ 2v)− 2f(t)

]sen[(2n+ 1)v]

sen v
dv . (2.4)

Definamos ahora

ψt(v) = f(t+ 2v) + f(t− 2v)− 2f(t) v ∈ [0, π/2] .

Sea

g(v) =


ψt(v)

sen v
v ∈ [0, π/2]

0 v ∈ [−π, 0]

0 v ∈ [π/2, π]

g(v) es acotada en [−π, π] y, de hecho, se puede mostrar que pertenece a C [−π, π]. Podemos
reescribir (2.4):

π
[
Sn(t)− f(t)

]
=

∫ π

−π
g(v) sen[(2n+ 1)v] dv =

√
2π Im (ϕ2n+1 | g ) .

Con (2.1),
π
[
Sn(t)− f(t)

]
=
√

2π Im (ϕ2n+1 | g ) −−−−→
n−→∞

0 .

Luego
ĺım
n−→∞

Sn(t) = f(t) ,

o sea

f(t) =
∑
ν∈Z

Cν
eiνt√

2π
.

q.e.d.

Sabemos, de (2.1), que ∫ π

−π
| f(t) |2 dt <∞ =⇒ ĺım

ν−→∞
Cν = 0 .

Supongamos que f ∈ C0 [−π, π] y que f ′ es continua, tal que
∫ π
−π | f

′ |2 <∞. Entonces de la
definición de los coeficientes de Fourier:

√
2π Cν =

∫ π

−π
f(t)e−iνt dt ν ∈ Z .
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Si integramos por partes:

√
2π Cν =

(
f(t)

e−iνt

−iν

∣∣∣∣π
−π

)
+

1

iν

∫ π

−π
f ′(t)e−iνt dt .

Observando que el segundo término no es sino el coeficiente de Fourier de f ′, tenemos

νCν −−−−−→
ν−→±∞

0 .

Análogamente, si f , f ′ ∈ C0 [−π, π] y f ′′ es continua, tal que
∫ π
−π | f

′′ |2 <∞, entonces

ν2Cν −−−−−→
ν−→±∞

0 .

Vale decir, cuanto más derivable es la función f , tanto más rápido tienden a cero sus
coeficientes de Fourier. Más aún, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Sin demostración) Si f ∈ C y f tiene discontinuidades “mansas” (saltos
finitos), entonces los coeficientes de Fourier Cν decrecen como 1/ν.

Si f ∈ Co, f ′ ∈ C y f ′ tiene discontinuidades “mansas”, entonces los coeficientes de Fourier
Cν decrecen como 1/ν2.

Etcétera.

El teorema anterior muestra que la serie de Fourier converge más rápidamente mientras
mejor comportamiento anaĺıtico tenga la función f . En el caso de funciones infinitamente de-
rivables, los coeficientes de Fourier exhiben decaimientos más fuertes que cualquier polinomio
(Cν ' 1/ν!, por ejemplo).

Teorema 2.3 Si f ′′ ∈ C [−π, π] entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a
f .

Demostración Sean Cν = (ϕν | f ) los coeficientes de Fourier de f . Como f ′ ∈ Co, entonces
ν2Cν −−−−−→

ν−→±∞
0, luego existe un N tal que para todo |ν| > N se tiene

∣∣ ν2Cν
∣∣ < 1 .

Por otro lado, podemos separar la suma completa en la forma:∑
ν∈Z

Cνϕν =
∑
| ν |≤N

Cνϕν +
∑
| ν |>N

Cνϕν .

Sea

M = máx
t∈[−π,π]

∑
| ν |≤N

Cνϕν .
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Este máximo existe, porque en la suma hay un número finito de términos y las funciones ϕν
son acotadas. Entonces

∑
ν∈Z

Cνϕν ≤

∣∣∣∣∣∣
∑
| ν |≤N

Cνϕν +
∑
| ν |>N

Cνϕν

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∑
| ν |≤N

Cνϕν

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∑
| ν |>N

Cνϕν

∣∣∣∣∣∣
≤M +

∑
| ν |>N

|Cν | |ϕν | = M +
∑
| ν |>N

|Cν |
1√
2π

≤M +
1√
2π

∑
| ν |>N

|Cν | < M +
1√
2π

∑
| ν |>N

1

ν2

Pero
∞∑
n=1

1

n2
= ζ(2) =

π2

6
,

donde ζ(x) es la función zeta de Riemann. Aśı:∑
ν∈Z

Cνϕν < M +
2√
2π

.

Luego existe un mayorante convergente independiente de t, y por lo tanto hay convergencia
uniforme.

q.e.d.

Proposición 2.1 (Sin demostración) Si f ∈ C [−π, π] y f(t) ∈ R, entonces f se puede
expandir en una serie trigonométrica:

f(t) =
A0

2
+
∞∑
n=1

An cos(nt) +Bn sen(nt) ,

con los coeficientes dados por

An =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt) dt

Bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sen(nt) dt

Resultados útiles

Escribamos la serie de Fourier

f(x) =
∞∑

ν=−∞

Cνe
iνx , Cν =

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−iνt dt .
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1) f(x+ 2π) = f(x)

La expansión de Fourier de f(x) implica su extensión periódica a R.

2) Si f(x) ∈ R ∀x ∈ [−π, π],
C−ν = C∗ν .

3) Poniendo
e±iνx = cos(νx)± i sen(νx) ,

obtenemos la expansión alternativa

f(x) =
A0

2
+
∞∑
ν=1

[
Aν cos(νx) +Bν sen(νx)

]
,

con

Aν = Cν + C−ν =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(νt) dt ,

Bν = i(Cν − C−ν) =
1

π

∫ π

−π
f(t) sen(νt) dt .

Además:

f(x) = f(−x) =⇒ Bν = 0 ,

f(x) = −f(−x) =⇒ Aν = 0 ,

de modo que esta forma de la expansión es útil cuando f tiene paridad definida.

4) Para expandir una función F de peŕıodo L, definimos una función f de peŕıodo 2π por

F (u) = f
(

2π
u

L

)
.

Aśı, F (u+ L) = F (u). Podemos expandir en serie de Fourier la función f , obteniéndose
finalmente:

F (u) =
∞∑

ν=−∞

Cνe
iqνu = F (u+ L) , con qν =

2π

L
ν ,

Cν =
1

L

∫ L/2

−L/2
F (t)e−iqνt dt .

Aplicaciones

1) Rectificador de “media” onda.

Consideremos el siguiente circuito eléctrico, y la forma de la corriente en función del
tiempo que por él circula:
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R

t−π/2

I(t)

π/2

I(t) es par, luego Bn = 0 ∀n ∈ N:

I(t) =
A0

2
+
∞∑
n=1

An cos(nt) ,

con

A0 =
1

π

∫ π

−π
I(t) dt =

2

π

∫ π

0

I(t) dt =
2

π

∫ π/2

0

cos t dt =
2

π

An =
2

π

∫ π/2

0

cos t cos(nt) dt =


1/2 si n = 1

0 si n es impar, n 6= 1

−2(−1)n/2

π(n2 − 1)
si n es par

Luego

I(t) =
1

π
+

cos t

2
+

2

π

[
cos(2t)

1 · 3
− cos(4t)

3 · 5
+ · · ·

]
I(0) =

1

π
+

1

2
+

2

π

[
1

1 · 3
− 1

3 · 5
+ · · ·

]
(2.5)

En general, An −→ 0 como 1/n2, como corresponde a una función I(t) cuya primera derivada
tiene discontinuidades mansas.

2) Rectificador de onda completa.

t−π

I(t)

0 π
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En este caso, I(t) = | sen t| es par, y se tiene:

A0 =
4

π

An =
2

π

∫ π

0

sen t cos(nt) dt

0 n impar
−4

π(n2 − 1)
n par

e

I(t) =
2

π
− 4

π

[
cos(2t)

1 · 3
+

cos(4t)

3 · 5
+ · · ·

]

3) Circuito resonante RLC.

L

R

E(t)

C

Consideremos ahora E(t) una función arbitraria pero periódica de peŕıodo T . La corriente
I(t) satisface

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C
I =

dE

dt
.

E(t) se puede desarrollar en serie de Fourier:

E(t) =
∞∑

n=−∞

Ene
inωt , ω =

2π

T
,

donde

En =
1

T

∫ T/2

−T/2
E(t)e−inωt dt .

Estos coeficientes se pueden calcular si E(t) es una función conocida. Escribiendo

I(t) =
∞∑

n=−∞

Cne
iωnt ,

encontramos, reemplazando en la ecuación diferencial:

∞∑
n=−∞

[(
−n2ω2L+ inωR +

1

C

)
Cn − inωEn

]
einωt = 0 .
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Siendo {einωt}n un conjunto linealmente independiente, cada coeficiente de la suma debe ser
nulo, luego:

Cn =
inω
L

1
LC
− n2ω2 + inωR

L

En .

Aqúı, ω0 = 1/
√
LC es la frecuencia natural del sistema.

4) Conducción del calor.

Consideremos una barra de longitud L. Su temperatura es una cierta función de la dis-
tancia x a uno de sus extremos y del tiempo, U(x, t). Supongamos que en los extremos la
temperatura es siempre nula:

U(0, t) = U(L, t) = 0

y que inicialmente el perfil de temperatura es:

U(x, 0) = x(L− x) .

La ecuación que rige la evolución de la temperatura es:

∂U(x, t)

∂t
= κ

∂2U(x, t)

∂x2
,

donde κ es la constante de conducción térmica. Al separar variables:

U(x, t) = X(x)T (t) ,

obtenemos las ecuaciones

dT

dt
= −λ2κT ,

d2X

dx2
= −λ2X ,

donde λ es una constante. Las soluciones generales de estas ecuaciones son:

T (t) = C̄e−κλ
2t y X(x) = Ā cos(λx) + B̄ sen(λx) ,

de modo que
U(x, t) = [A cos(λx) +B sen(λx)]e−κλ

2t .

Imponiendo la condición de borde U(0, t) = 0:

A = 0 .

De U(L, t) = 0, en tanto,

sen(λL) = 0 ,

λm =
mπ

L
, m ∈ N .
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La solución más general es entonces:

U(x, t) =
∞∑
m=1

Bme
−κλ2

mt sen(λmx) .

Ahora consideramos las condiciones iniciales:

U(x, 0) =
∞∑
m=1

Bm sen
(mπ
L
x
)

= x(L− x) .

Como esta serie es una función impar, consideramos la extensión periódica impar de la función
g(x) al intervalo [−L,L], de modo que los coeficientes Bm correspondan a los coeficientes de
Fourier de g(x):

x

g(x)

L

-L

Bm =
1

L

∫ L

−L
g(x) sen

(mπx
L

)
dx =

2

L

∫ L

0

x(L− x) sen
(mπx

L

)
dx =

4L2

m3π3
(−1)m+1

U(x, t) =
∞∑
m=1

(−1)m+1 4L2

π3

1

m3
sen
(mπx

L

)
e−

κm2π2t
L2 .

En particular,

U(x, t) −−−−−−→
t�t0= L2

κπ2

4L2

π3
sen
(πx
L

)
e−t/t0 .

5) Resolver la ecuación de Laplace en dos dimensiones

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
= 0 (2.6)

para el interior del ćırculo x2 + y2 ≤ 1, con la condición de borde U(ρ = 1, φ) = ψ(φ).
La solución a (2.6) se puede plantear como

U(x, y) = Re{f(z)},
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donde f(z) es una función holomorfa en C. Por tanto, podemos escribir

f(z) = f(x+ iy) =
∞∑
n=0

cnz
n ,

y consideremos
cn = an − ibn .

Cada término de la expansión anterior satisface (2.6). En efecto,(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
zn =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
(x+ iy)n

=
∂

∂x

[
n(x+ iy)n−1

]
+

∂

∂y

[
in(x+ iy)n−1

]
= n(n− 1)(x+ iy)n−2 − n(n− 1)(x+ iy)n−2 = 0 .

Escribamos U(x, y) en coordenadas polares:

U(x, y) = Re

{
∞∑
n=0

(an − ibn)rneinφ

}

= Re

{
∞∑
n=0

(an − ibn)rn(cosnφ+ i sennφ)

}

=
∞∑
n=0

rn
[
an cos(nφ) + bn sen(nφ)

]
. (2.7)

Imponiendo la condición de borde:

ψ(φ) =
∞∑
n=0

an cos(nφ) + bn sen(nφ) .

Por lo tanto, an y bn son los coeficientes de Fourier de ψ(φ). Vale decir, la solución de una
ecuación de Laplace en dos dimensiones se puede escribir en términos de una expansión de
Fourier.

Fenómeno de Gibbs

Consideremos la onda cuadrada

f(x) =


1 0 < x < π

0 x = 0,±π
−1 −π < x < 0

Su expansión en serie de Fourier se obtiene fácilmente, encontrándose:

f(x) =
4

π

∞∑
l=0

1

2l + 1
sen[(2l + 1)x] .
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Observamos que los coeficientes decaen como bn ' 1/n, en concordancia con el teorema
demostrado anteriormente (pág. 22). En la siguiente figura presentamos la función f(x) y su
aproximación por sumas parciales de Fourier, con n = 2, n = 10 y n = 50 términos.

-π 0 π
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Se observa que hay buena convergencia con 10 términos, y el resultado es casi perfecto con
50, salvo ciertas oscilaciones en los puntos de discontinuidad, oscilaciones que no se amorti-
guan cuando el número de términos va a infinito. Sin embargo, como la suma parcial SN(x)
converge punto a punto al valor esperado f(x), las oscilaciones no amortiguadas deben nece-
sariamente limitarse a una vecindad cada vez menor en torno a los puntos de discontinuidad,
de modo que cualquier x 6= lπ, l ∈ Z, quede fuera de tal vecindad para N suficientemente
grande.

Este fenómeno se conoce como fenómeno de Gibbs, y es consecuencia de la imposibilidad
de aproximar uniformemente por funciones continuas una función discontinua.

Para estudiarlo con más detalle, consideremos la función “diente de sierra”:

f(x) =


x− π 0 < x < π

0 x = 0

x+ π −π < x < 0

(2.8)

x-π

f(x)

0 π

Su expansión de Fourier es:

f(x) =
∞∑
n=1

2

n
sen(nx) .
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Y la suma de los N primeros términos:

fN(x) =
N∑
n=1

2

n
sen(nx) .

Si x −→ 0, los primeros términos de la suma se hacen despreciables. Para valores grandes de
n, en tanto, el sumando vaŕıa lentamente, y se puede reemplazar la suma por una integral.
Por lo tanto, en el ĺımite N � 1, x� 1 podemos escribir

fN(x) '
∫ N

0

dn
2

n
sen(nx) = 2

∫ Nx

0

dt
sen t

t
.

Definiendo la función seno integral

Si(x) =

∫ x

0

dt
sen t

t
, (2.9)

se sigue que
fN(x) = 2 Si(Nx) .

Es claro de (2.9) que Si(0) = 0 y Si(∞) = π/2. Además, Si(x) posee extremos dados por

0 =
∂ Si

∂x
=

senx

x
x = nπ

Aśı, como sen t/t oscila amortiguándose para t −→∞, se espera que Si(x) igualmente oscile
cuando x crece, pero convergiendo a π/2. Sus extremos en x = (2n+ 1)π deben ser máximos
(contribuciones de área positiva de sen t/t), y sus extremos en x = 2nπ deben ser mı́nimos
(contribuciones de área negativa de sen t/t). El primer máximo, en x = π, es el máximo
absoluto (ver figura).

0 π 2π 3π 4π 5π 6π
0

1

π/2

2
Si(x)

Algunos valores caracteŕısticos:
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Si(π) ' 1.852 (Primer máximo, absoluto)
Si(2π) ' 1.418 (Primer mı́nimo)
Si(3π) ' 1.675 (Segundo máximo)

De estos resultados se desprende que:

a) fN(0) = 0

b) fN(x) −−−−→
x�1/N

π ' 3.14159

c) fN(x) tiene máximos en (2n+ 1)π/N , por ejemplo:

fN

( π
N

)
' 3.704 (Primer máximo, absoluto)

fN

(
3π

N

)
' 3.350 (Segundo máximo)

d) fN(x) tiene mı́nimos en 2nπ/N :

fN

(
2π

N

)
' 2.836 (Primer mı́nimo)

De este modo, la función fN(x) oscila en tanto se tenga x ' O(1/N). El primer máximo
implica sobrepasar el valor ĺımite en un 18 %, y el segundo sólo en un 7 %. Toda esta
estructura está en una pequeña vecindad de x = 0, vecindad cuyo ancho va a cero si
N −→∞.

Esto explica el fenómeno de Gibbs. Aun cuando hemos considerado la función (2.8), es
fácil convencerse de que nuestros razonamientos son generales, y que podemos aplicarlos a
cualquier función en torno a una discontinuidad finita de la misma.

Integración de series de Fourier

Sea f ∈ C [−π, π] y

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sennx) .

Sea

F (x) =

∫ x

−π
f(t) dt .

Entonces F (x) es continua y acotada. Además es periódica si F (−π) = F (π), i.e.

0 = F (π) =

∫ π

−π
f(t) dt = πa0 ,
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es decir,
a0 = 0 .

Siendo F periódica, es expandible en serie de Fourier:

F (x) =
A0

2
+
∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sennx) ,

con

An =
1

π

∫ π

−π
F (x) cos(nx) dx

= F (x)
sennx

nπ

∣∣∣∣π
−π
−
∫ π

−π

sennx

nπ
F ′(x) dx

= − 1

nπ

∫ π

−π
f(x) sennx dx = −bn

n
, n 6= 0 .

Si n = 0,

A0 =
1

π

∫ π

−π
F (x) dx = xF (x)

∣∣∣∣π
−π
− 1

π

∫ π

−π
xf(x) dx .

Análogamente,

Bn =
an
n
.

Tenemos pues el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Sea f ∈ C [−π, π] con un desarrollo de Fourier

f(x) =
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sennx)

(a0 = 0). Entonces ∫ x

−π
f(x) dx =

A0

2
+
∞∑
n=1

an
n

sennx− bn
n

cosnx,

con

A0 = − 1

π

∫ π

−π
xf(x) dx .

Si a0 6= 0, basta considerar g(x) = f(x)− a0/2.

Bibliograf́ıa Adicional

La bibliograf́ıa sobre el tema es muy amplia, pero claramente la primera referencia es el
libro de Fourier (de 1822) [1]. Para los que tengan interés por cuestiones teóricas, una de las
referencias más autorizadas es [2]. Una breve referencia de entre las muchas dedicadas a las
aplicaciones es [3].
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Caṕıtulo 3

Transformada de Fourier

versión 31 de agosto de 2009

3.1. Definiciones

Vimos, en el caṕıtulo anterior, que la serie de Fourier está definida, si f ∈ C [−L,L], como

f(x) =
∞∑

n=−∞

Cn
e
inπx
L

√
2π

con −L ≤ x ≤ L , (3.1)

donde

Cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)

e−
inπx
L

√
2π

dx , ∀ n ∈ Z . (3.2)

Una consecuencia inmediata de la expansión en serie de Fourier es que la función f(x) re-
presentada por la serie resulta periódica, con peŕıodo L. Por tanto, uno puede decir que la
serie de Fourier permite expandir funciones periódicas. Sin embargo, no todas las funciones
son periódicas. Necesitamos, entonces, algún modo de expandir, en una base ortonormal,
funciones no periódicas.

A partir de los resultados anteriores, es claro que el modo natural de obtener un resultado
para funciones no periódicas es hacer tender L→∞ (cualquier valor finito de L permitirá la
extensión periódica de f , con peŕıodo L).

Tomemos, entonces, el ĺımite cuando L → ∞. Pero antes, convendrá hacer el cambio de
variables k = πn/L. Notemos que la diferencia entre valores consecutivos de k es

∆k =
∆nπ

L
=
π

L
, pues ∆n = 1,

y definamos

CL(k) =
L

π
Cn .

35
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Usando las anteriores definiciones en las ecuaciones (3.1) y (3.2) obtenemos:

f(x) =
∞∑

Lk/π=−∞

CL(k)
π

L

eikx√
2π

(
∆kL

π

)
=

∞∑
Lk/π=−∞

1√
2π
CL(k)eikx∆k ,

CL(k) =
L

π

1√
2π

1

2L

∫ L

−L
f(x)e−ikx dx .

Al hacer L→∞, obtenemos

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

C(k)eikx dk ,

C(k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−ikx dx ,

pues k se convierte en una variable continua. Notamos que, esencialmente, hay una simetŕıa
entre ambas expresiones. Esta simetŕıa corresponde a decir que es equivalente referirse a un
vector de un espacio vectorial [f(x) en este caso] o a sus coordenadas [C(k)].

Definimos ahora C(k) como la transformada de Fourier F (k) de la función f(x). La
relación entre f y F está dada por el teorema de reciprocidad:

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

F (k)e−ikx dk , (3.3a)

F (k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)eikx dx ≡ F{f, k} . (3.3b)

(En realidad hemos cambiado el signo de las exponenciales dentro de las integrales, para seguir
la definición usual de transformada de Fourier, lo cual no es problema, dada precisamente la
simetŕıa que notamos antes.)

Observemos que la transformada de Fourier es la extensión natural del concepto de series
de Fourier para funciones no periódicas. Y notando que n es una variable discreta, y k
continua, podemos decir que la transformada de Fourier es la generalización del concepto
de series de Fourier cuando las funciones a expandir pertenecen a un espacio vectorial de
dimensión continua.

Definición 3.1 Si f es tal que

‖ f ‖ =

∫ ∞
−∞
| f | <∞ ,

entonces se dice que f ∈ L1.

De la definición anterior, se sigue que f ∈ L1 si y sólo si | f | ∈ L1. Por otro lado, si
f ∈ L1, entonces

∣∣ eikxf(x)
∣∣ ∈ L1, luego eikxf(x) ∈ L1. Por tanto, la transformada de Fourier

está bien definida.

Teorema 3.1 (Riemann-Lebesgue. Sin demostración.)
Si f ∈ L1 entonces la transformada de Fourier F (k) = F{f, k} existe y ĺım

k→±∞
F (k) = 0.
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3.2. Ejemplos

a) Una gaussiana, f(x) = Ne−αx
2
. Su transformada de Fourier es:

F (k) =
N√
2π

∫ ∞
−∞

e−αx
2

eikx dx =
N√
2π

∫ ∞
−∞

e−(
√
αx−ik/2

√
α )2

e−k
2/4α dx .

Haciendo el cambio de variable u =
√
αx− ik/2

√
α, obtenemos

F (k) =
1√
2π

N√
α
e−k

2/4α

∫ ∞−ik/2√α
−∞−ik/2

√
α

e−u
2

du =
N√
2πα

e−k
2/4α

∫ ∞
−∞

e−u
2

du

F (k) =
N√
2πα

e−k
2/4α
√
π =

N√
2α
e−k

2/4α ,

otra gaussiana. Si α es “grande”:

f(x)

x

F(k)

k

Si α es “pequeño”:

x k

F(k)f(x)

Los anchos de la función y de su transformada están en razón inversa.

b) Una función Lorentziana f(x) =
a

x2 + a2
con a > 0. La transformada de Fourier:

F (k) =
a√
2π

∫ ∞
−∞

eikx

x2 + a2
dx =

a√
2π

∫ ∞
−∞

eikx

(x+ ai)(x− ai)
dx .

Haciendo una prolongación anaĺıtica al plano complejo de la función f(x) y luego con-
siderando el contorno cerrado de integración Γ, para el caso k > 0, podemos aplicar el
teorema del residuo:
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Γ

a

-a

-L L Re

Im

z

z

∮
Γ

eikz

(z + ai)(z − ai)
dz = 2πiRes

z=ia
= 2πi(z − ai) eikz

(z + ai)(z − ai)

∣∣∣∣
z=ai

=
π

a
e−ka .

Podemos separar el contorno en dos tramos, un semićırculo y un tramo horizontal entre
−L y L sobre el eje real. Al tomar el ĺımite L→∞ es fácil mostrar que la integral sobre
el semićırculo tiende a cero y la integral entre −L y L tiende a una integral real entre −∞
y ∞, es decir∮

Γ

eikz

(z + ai)(z − ai)
dz −−−→

L→∞

∫ ∞
−∞

eikx

(x+ ai)(x− ai)
dx =

π

a
e−ka .

Finalmente, nuestra transformada de Fourier resulta

F (k) =
a√
2π

π

a
e−ka =

√
π

2
e−ka para k > 0 .

Análogamente, podemos mostrar, considerando el polo en el semiplano inferior y un con-
torno de integración que lo contenga, que

F (k) =

√
π

2
eka para k < 0 .

Para k = 0:

F (0) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

a

x2 + a2
dx =

1√
2π

arctan
(x
a

)∣∣∣∣+∞
−∞

=
1√
2π

(
π

2
− −π

2

)
=

√
π

2
.

Reuniendo los resultados para los diferentes k tenemos

F (k) =

√
π

2
e−| k | a .

Gráficamente:

f(x)

x

F(k)

k
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Nuevamente, como en el caso de la Gaussiana, mientras más ancha es la función, más
angosta es su transformada, y viceversa. Observamos que:

i) f(x) −−−−→
|x |→∞

0 como
1

x2
F ′(k) discontinua en cero

ii) f(x) infinitamente F (k) decrece más rápido que

diferenciable cualquier potencia

Esto coincide con los resultados generales sobre los coeficientes de Fourier del caṕıtulo 2.
Más adelante, en la sección 3.3, demostraremos el teorema análogo para transformadas
de Fourier.

c) Consideremos la función, con a > 0,

f(x) =

{
1 |x | < a

0 |x | > a
.

Su transformada de Fourier

F (k) =
1√
2π

∫ +a

−a
eikx dx =

√
2

π

sen(ka)

k

-a a

f(x)

1

F(k)

kx

Se observa, como en los ejemplos anteriores:

f(x) ancha F (k) angosta

f(x) angosta F (k) ancha

f(x) discontinua F (k) −−−−→
| k |→∞

0 como
1

k

f(x) −−−−→
|x |→∞

0 más rápido que F (k) infinitamente

cualquier potencia diferenciable

Ejercicio Para el caso anterior, evaluar F−1{F, x}, y mostrar que f(x = ±a) =
1

2
.
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d) Si g(x) ∈ R y es impar, i.e. g(−x) = −g(x), entonces

G(k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(x)eikx dx =
2i√
2π

∫ ∞
0

g(x) sen(kx) dx ≡ iGS(k) ,

donde GS es conocida como la transformada seno de Fourier de la función g(x), y viene
definida por

GS(k) =

√
2

π

∫ ∞
0

g(x) sen(kx) dx (3.4)

Como ilustración de la definición anterior, sea f(x) = sgn(x) e−α|x |. Evaluemos su trans-
formada de Fourier:

F (k) = iFS(k) = i

√
2

π

∫ ∞
0

e−αx sen(kx) dx

= i

√
2

π

∫ ∞
0

e−αx
(
eikx − e−ikx

2i

)
dx

=
1√
2π

(∫ ∞
0

e−(αx−ikx) dx−
∫ ∞

0

e−(αx+ikx) dx

)
=

1√
2π

(
−1

α− ik
e−(αx−ikx)

∣∣∣∣∞
0

− −1

α + ik
e−(αx+ikx)

∣∣∣∣∞
0

)
=

1√
2π

(
1

α− ik
− 1

α + ik

)
=

1√
2π

2ik

α2 + k2

F (k) =

√
2

π

ik

α2 + k2
.

F (k)s

x

f(x)

k

f(x) discontinua F (k) −−−−→
| k |→∞

0 como
1

k

f(x) −−−−→
|x |→∞

0 más rápido que F (k) infinitamente

cualquier potencia diferenciable

Notemos que F ∈ L1, pero su integral entre −∞ y ∞ resulta impropia, P
∫
F = 0.

Análogamente a la definición de la transformada seno de Fourier, si g(x) ∈ R y es par,
i.e. g(−x) = g(x), entonces

G(k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(x)eikx dx =
2√
2π

∫ ∞
0

g(x) cos(kx) dx ≡ GC(k) ,
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donde GC es conocida como la transformada coseno de Fourier de la función g(x), y viene
definida por

GC(k) =

√
2

π

∫ ∞
0

g(x) cos(kx) dx (3.5)

e) Consideremos ahora una función f(x) 6∈ L1. Sea f(x) = sgn(x). f(x) 6∈ L1, ya que∫ ∞
−∞
| f(x) | dx diverge. Intentemos de todas maneras evaluar la transformada de Fourier:

F (k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

sgn(x)eikx dx

= i

√
2

π

∗∫ ∞
0

sen(kx) dx (integral Cesàro)

=


i

k

√
2

π
si k 6= 0

0 si k = 0

F (k)s
f(x)

x

1

-1

k

3.3. Propiedades

Algunas propiedades de la transformada de Fourier. Sean f, g ∈ L1 y α, β ∈ C.

F{αf + βg, k} = αF{f, k}+ βF{g, k} F es lineal (3.6a)

F{f(x− a), k} = eikaF{f, k} = eikaF (k) (3.6b)

F{f,−k} = (F{f, k})∗ si f ∈ R (3.6c)

F{eaxf(x), k} = F{f, k − ai} = F (k − ai) (3.6d)

F{eiaxf(x), k} = F{f, k + a} = F (k + a) (3.6e)

F{f(αx), k} =
1

|α |
F
{
f(x),

k

α

}
=

1

|α |
F

(
k

α

)
(3.6f)

Teorema 3.2 Cuanto más derivable es f(x) tanto más rápido decrece F (k) −−−−→
| k |→∞

0.

Demostración Sea f(x) continua en −∞ < x <∞. Si f , f ′ ∈ L1, entonces

F (k) −−−−→
| k |→∞

0 ,
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pero también
kF (k) −−−−→

| k |→∞
0 ,

ya que

F (k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)eikx dx
ipp
= f(x)

eikx

ik
√

2π

∣∣∣∣∞
−∞
− 1

ik
√

2π

∫ ∞
−∞

f ′(x)eikx dx = − 1

ik
F{f ′, k} ,

o sea
−ikF (k) = F{f ′, k} −−−−→

| k |→∞
0 ,

pues f ′ ∈ L1.
Sean ahora f , f ′, f ′′, f ′′′, . . ., f (n−1) ∈ L1 continuas en −∞ < x < ∞. Sea f (n) ∈ L1,

entonces integrando n veces por partes obtenemos

F{f (n), k} = (−ik)nF (k) −−−−→
| k |→∞

0 ,

lo cual demuestra lo enunciado en el teorema.
q.e.d.

Teorema 3.3 Cuanto más rápido f(x) −−−−→
|x |→∞

0, tanto más derivable es F (k).

Demostración Sea f ∈ L1. Entonces F (k) es continua. En efecto,

∆F (k) = F (k + h)− F (k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)
{
ei(k+h)x − eikx

}
dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)eikxeihx/2
{
eihx/2 − e−ihx/2

}
dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)eikxeihx/22i sen

(
hx

2

)
dx .

Que f ∈ L1 dice que
∫∞
−∞ | f | < ∞, luego ∀ ε > 0 ∃ A suficientemente grande, tal que∫∞

A
| f | < ε,

∫ −A
−∞ | f | < ε. Además, se tiene que∣∣∣∣ sen

(
hx

2

) ∣∣∣∣ ≤ 1

2
|hx | ≤ hA

2
para x ∈ [−A,A] .

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos acotar |∆F |, a saber

|∆F | ≤
√

2

π

∫ ∞
−∞
| f(x) |

∣∣∣∣ sen

(
hx

2

) ∣∣∣∣ dx
≤

√
2

π

{∫ −A
−∞
| f(x) | dx+

∫ ∞
A

| f(x) | dx+

∫ A

−A
| f(x) | hA

2
dx

}
≤

√
2

π

{
ε+ ε+

hA

2

∫ A

−A
| f(x) | dx

}
,
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lo cual es tan pequeño como se quiera. Lo anterior implica que F (k) es continua.
Sea ahora f(x) y xf(x) ∈ L1, entonces afirmamos que F (k) es derivable. En efecto

d

dk

[√
2πF (k)

]
=

d

dk

∫ ∞
−∞

f(x)eikx dx =

∫ ∞
−∞

∂

∂k

[
f(x)eikx

]
dx = i

∫ ∞
−∞

xf(x)eikx dx .

El intercambio entre la integral y la derivada queda legitimado ya que hay convergencia
uniforme porque la última de las integrales tiene un mayorante convergente:

∫∞
−∞ |xf(x) | <∞

pues xf(x) ∈ L1. De lo anterior tenemos que

F ′(k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ixf(x)eikx dx = F{ixf(x), k} .

Finalmente, si f(x), xf(x), . . . , xnf(x) ∈ L1, entonces, de una forma análoga al caso
anterior, podemos probar que la derivada de la transformada de Fourier existe, porque
F (n)(k) = F{(ix)nf(x), k}.

q.e.d.

También se puede probar que, en general, mientras más ancha es una función, más an-
gosta es su transformada de Fourier y viceversa, como ya observamos en los ejemplos de la
sección 3.2.

Definición 3.2 Sea f(x) tal que x | f(x) |2, x2 | f(x) |2 ∈ L1. Definimos la posición media de
la distribución | f(x) |2

〈x〉 =
1

C

∫ ∞
−∞

x | f(x) |2 dx , (3.7)

con

C =

∫ ∞
−∞
| f(x) |2 dx ,

y el ancho de la distribución | f(x) |2

∆x =

√
〈 (x− 〈x〉) 2〉 =

√
〈x2〉 − 〈x〉2 , (3.8)

Teorema 3.4 (Principio de incerteza) Sea ∆x el ancho medio asociado a una función
f(x) ∈ L1. Sea F (k) = F{f(x), k} la transformada de Fourier de f , con ancho ∆k. Entonces
se cumple

∆k∆x ≥ 1

2
.

La igualdad se consigue sólo si f(x) es una gaussiana.

3.4. Aplicaciones

a) Consideremos la ecuación de Laplace en dos dimensiones

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= 0 .
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Busquemos soluciones para y ≥ 0 que satisfagan las condiciones de contorno

Φ(x, 0) = f(x) y Φ(x, y) −−−→
y→∞

0 .

Solución

Realicemos separación de variables, i.e. escribimos Φ(x, y) = X(x)Y (y). Al introducir esta
forma para Φ(x, y) en la ecuación diferencial obtenemos

1

X(x)

d2X(x)

dx2
= − 1

Y (y)

d2Y (y)

dy2
= −α2 ,

donde α > 0 es la constante de separación. Las soluciones de las respectivas ecuaciones
diferenciales son:

d2X(x)

dx2
+ α2X(x) = 0 −→ X(x) = Aeiαx +Be−iαx ,

d2Y (y)

dy2
− α2Y (y) = 0 −→ Y (y) = Ce−αy +Deαy .

Al aplicar la condición de contorno Φ(x, y) −−−→
y→∞

0 concluimos que D = 0.

Planteamos la solución más general superponiendo sobre todos los valores posibles de la
constante de separación α:

Φ(x, y) =
1√
2π

∫ ∞
0

[
A(α)eiαx +B(α)e−iαx

]
e−αy dα .

Imponiendo la condición de borde para y = 0:

Φ(x, 0) =
1√
2π

∫ ∞
0

[
A(α)eiαx +B(α)e−iαx

]
dα = f(x) .

Al definir A(−α) = B(α) podemos compactar las dos integrales en sólo una:

Φ(x, 0) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

A(α)eiαx dα = f(x) .

Identificamos los coeficientes, A(α) = F{f(x), α}, y reemplazamos en la solución general,

Φ(x, y) =
1√
2π

∫ ∞
−∞
F{f(x), α}eiαxe−|α | y dα ,

obteniendo la solución del problema de contorno.

b) Consideremos la ecuación diferencial del oscilador armónico amortiguado y forzado por
una fuerza externa:

d2x(t)

dt2
+ 2α

dx(t)

dt
+ ω2

0x(t) = f(t) .
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Solución

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuación diferencial, obtenemos

(−iω)2F{x(t), ω}+ 2α(−iω)F{x(t), ω}+ ω2
0F{x(t), ω} = F{f(t), ω} ≡ F (ω) .

Despejando para la transformada de Fourier de la solución:

F{x(t), ω} =
F (ω)

−ω2 − 2αiω + ω2
0

.

Tomando la antitransformada obtenemos la solución

x(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

F (ω)

ω2 − ω2
0 + 2αiω

e−iωt dω .

El procedimiento anterior resulta útil para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

Bibliograf́ıa Adicional

De la enorme literatura sobre el tema recomendamos [1] para quienes tengan interés en
la teoŕıa.

1 Elias M. Stein y Guido Weiss, Introduction to Fourier Analysis on Euclidean Spaces, Prin-
ceton Mathematical Series 32, Princeton University Press, Princeton 1971 (ISBN 0 691
08078 X).
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Caṕıtulo 4

Convolución

versión 31 agosto 2009

4.1. Espacio S
Definición 4.1 Una función f : R −→ C pertenece al espacio S si es infinitamente diferen-
ciable y

ĺım
t→±∞

tmf (n)(t) = 0 ∀m,n ∈ N∗ .

A S se le llama espacio de Schwartz.

Ejemplos

i) e−αt
2
pl(t), α > 0, real, con pl(t) polinomio de orden l.

ii) f(t) =

exp

[
− 1

t− b
− 1

t− a

]
a ≤ t ≤ b

0 t 6∈ [a, b]

Proposición 4.1 S es un espacio vectorial.

En efecto, de la definición de S es inmediato mostrar que {S,+} es un grupo abeliano, y
que si f, g ∈ S, entonces αf + βg ∈ S, ∀α, β ∈ C.

Proposición 4.2 Si f ∈ S, entonces pl(t)f
(r)(t) ∈ S, donde pl(t) =

∑l
k=0 akt

k es un polino-
mio de grado l.

También esto es claro, dada la proposición anterior y la definición de S.

Proposición 4.3 Si f , g ∈ S, entonces

( f | g ) =

∫ ∞
−∞

f ∗(t)g(t) dt existe.

47
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En particular

‖ f ‖2 = ( f | f ) =

∫ ∞
−∞
| f(t) |2 dt existe.

Vale decir, S es un espacio pre-Hilbert (ya mostramos que es un espacio vectorial).

Proposición 4.4 Si f ∈ S, entonces F{f, ω} = F (ω) ∈ S.

Demostración

a) Como f ∈ S, entonces
ĺım
t→±∞

tnf(t) = 0 .

De las propiedades de las transformadas de Fourier:

F (n)(ω) existe ∀n ∈ N.

Luego F (ω) es infinitamente diferenciable.

b) Como f ∈ S, entonces
dm

dtm
[tnf(t)] existe ∀n,m ∈ N∗. Por las propiedades de las trans-

formadas de Fourier:

ĺım
ω→±∞

ωmF{tnf(t), ω} = 0 ∀m,n ∈ N∗

ĺım
ω→±∞

ωmF (n)(ω) = 0 ∀m,n ∈ N∗

Luego
F (ω) = F{f, ω} ∈ S .

q.e.d.

4.2. Producto de convolución

Definición 4.2 Producto de convolución ∗.

f ∗ g = p⇐⇒ p(t) =

∫ ∞
−∞

f(t− x)g(x) dx .

Idea f́ısica

Sea f(t) algún “est́ımulo” (fuerza en el tiempo t, densidad de carga en la posición t,
etc.). Sea g(x, t) = g(x − t) la respuesta en x a un est́ımulo en t. La dependencia en x − t
tiene impĺıcita la hipótesis de que el medio es isotrópico. Si el sistema es lineal , la respuesta
total en el punto x al est́ımulo global {f(t)|t ∈ R} será la suma de todas las contribuciones
elementales [dt f(t)] g(x, t), que es la convolución p(x).
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Ejemplo El potencial debido a una densidad de carga ρ(~r ) se puede escribir:

φ(~r ) =

∫
ρ(~r ′) d~r ′

|~r − ~r ′ |
= ρ ∗ g(~r ) , g(~r ) =

1

|~r |
.

Idea matemática

Consideremos las funciones f(t), g(t):

t0

f(t)

t0

g(t)

Entonces el gráfico de g(−t) es:

t0

g(−t)

y se tiene:

t0

f(t)

x

g(x−t)

f(t)�g(x−t)

f ∗ g mide entonces el grado de traslape entre f(t) y g(−t), luego de trasladar esta
función una distancia x. Si f(t) y g(t) decaen violentamente para t −→ ±∞, el traslape
tenderá rápidamente a cero si x −→ ±∞:

[f ∗ g](x) −−−−−→
x−→±∞

0 .
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Proposición 4.5 Si f , g ∈ S, entonces p = f ∗ g ∈ S.

Demostración

i)
dp(t)

dt
=

d

dt

∫ ∞
−∞

f(t− x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

∂

∂t
f(t− x)g(x) dx .

La última igualdad se tiene si existe un mayorante convergente. En efecto existe, pues
si M es tal que | f ′(x) | < M ∀x ∈ R, entonces

∫∞
−∞M | g(x) | <∞ es tal mayorante.

Luego

p′ = f ′ ∗ g
p(m) = f (m) ∗ g ∀m ∈ N∗

Es decir, p es infinitamente diferenciable.

ii)

ĺım
t→±∞

tmp(n)(t) = ĺım
t→±∞

∫ ∞
−∞

tmf (n)(t− x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

ĺım
t→±∞

tmf (n)(t− x)g(x) dx = 0 ,

luego
ĺım
t→±∞

tmp(n)(t) = 0 ∀n, m ∈ N∗ .

q.e.d.

Teorema 4.1 Sea f , g ∈ S y F (k) = F{f, k}, G(k) = F{g, k}, entonces

F{f ∗ g, k} =
√

2πF (k) ·G(k) (4.1)

Demostración

F{f ∗ g, k} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

p(t)eikt dt =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

dx f(t− x)g(x)eikt

=

∫ ∞
−∞

dx

(∫ ∞
−∞

dt f(t− x)eikt
)
g(x)

1√
2π

.

Haciendo el cambio de variables t = y + x:

F{f ∗ g, k} =

∫ ∞
−∞

dx

(
1√
2π

∫ ∞
−∞

dy f(y)eiky
)
g(x)eikx

=
√

2π

(
1√
2π

∫ ∞
−∞

dx g(x)eikx
)(

1√
2π

∫ ∞
−∞

dy f(y)eiky
)
.
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Vale decir:

F{f ∗ g, k} =
√

2πF (k) ·G(k) .

q.e.d.

4.2.1. Propiedades del producto de convolución

i) Asociatividad:

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

ii) Distributividad:

f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h
(f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h

iii) Conmutatividad:

f ∗ g = g ∗ f

Ejercicio Demostrar propiedades i y ii.

Demostremos la conmutatividad (propiedad iii).

p(t) = f ∗ g(t) =

∫ ∞
−∞

f(t− x)g(x) dx .

Con el cambio de variable t− x = y:

p(t) = −
∫ −∞
∞

f(y)g(t− y) dy =

∫ ∞
−∞

f(y)g(t− y) dy = g ∗ f(t) .

También podŕıamos haber procedido usando (4.1), aplicando la transformada de Fourier sobre
el producto de convolución y luego invirtiendo la transformada.

4.3. El espacio S como anillo

En S hay dos operaciones binarias:

i) Adición. Si f , g ∈ S, entonces f + g ∈ S.

ii) Convolución. Si f , g ∈ S, entonces f ∗ g ∈ S.
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De las propiedades de la suma y la convolución se sigue que {S,+, ∗} es un anillo con-
mutativo. ¿Es un anillo unitario, es decir, tiene un elemento neutro multiplicativo?

Supongamos que existe δ ∈ S tal que f ∗ δ = δ ∗ f = f ∀f ∈ S, es decir:∫ ∞
−∞

f(t− x)δ(x) dx = f(t) ∀f ∈ S . (4.2)

Supongamos que δ(t0) > 0. Luego δ > 0 en cierto intervalo, ya que es continua. Podemos
además considerar, sin pérdida de generalidad, dicho intervalo como 0 < a < b.

Escojamos ahora f ∈ S tal que

f(−x) =

{
> 0 a < −x < b

0 −x 6∈ ]a, b[
.

En particular, se tiene que f(0) = 0.
Evaluemos (4.2) en t = 0:

0 = f(t = 0) =

∫ ∞
−∞

f(−x)δ(x) dx =

∫ b

a

f(−x)δ(x) dx > 0 ,

que es evidentemente una contradicción.
Luego el anillo conmutativo {S,+, ∗} no tiene elemento neutro respecto a la operación ∗.

Proposición 4.6 El anillo {S,+, ∗} tiene divisores del cero respecto a ∗.

Demostración En efecto, sean F = F{f, k}, G = F{g, k} ∈ S nulas fuera de cierto inter-
valo, tales que F (k)G(k) = 0. Basta considerar dos funciones con soporte finito y disjunto,
como en la figura:

F(k) G(k)

Invirtiendo la trasformada de Fourier [en virtud del Teorema de Reciprocidad, ecuación
(3.3)]:

1√
2π
f ∗ g(t) = F−1{F (k)G(k), t} = F−1{0, t} = 0 .

Luego tenemos f 6= 0 y g 6= 0, pero f ∗ g = 0.
q.e.d.
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Proposición 4.7 Si f , g ∈ S, entonces

( f | g ) = (F |G ) . (4.3)

Demostración Se tiene

h ∗ g(t) =

∫ ∞
−∞

h(t− x)g(x) dx =
√

2πF−1{HG, t} =

∫ ∞
−∞

H(k)G(k)e−ikt dk .

Escojamos
h∗(−x) = f(x) ,

de modo que

H(k) = F{h(t), k} = F{f ∗(−t), k} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f ∗(−t)eikt dt

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f ∗(µ)e−ikµ dµ =

(
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(µ)eikµ dµ

)∗
= F ∗(k) .

Luego ∫ ∞
−∞

h(−x)g(x) dx = h ∗ g(t = 0)

o sea ∫ ∞
−∞

f ∗(x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

F ∗(k)G(k) dk (Identidad de Plancherel)

(4.4)

En particular, si f = g:∫ ∞
−∞
| f(t) |2 dt =

∫ ∞
−∞
|F (k) |2 dk (Relación de Parseval)

q.e.d.
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Caṕıtulo 5

Distribuciones temperadas

versión 7 septiembre 2009

5.1. Definiciones

Definición 5.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo de los C con dimensión finita.
Sean ~x, ~y ∈ V . Existen funciones lineales sobre V , u( ~x ), tal que

V
u→ C ,

donde u satisface linealidad, i.e.

u(α~x+ β~y ) = αu( ~x ) + βu( ~y ) , α, β ∈ C .

Estas funciones forman el dual de V, el cual denotamos por V ∗.

Definición 5.2 Un elemento del espacio dual es llamado un covector. La acción de un co-
vector u ∈ V ∗ sobre un vector ~x ∈ V la denotamos por

〈u, ~x 〉 = u( ~x ) ∈ C . (5.1)

Las definiciones anteriores son válidas para espacios vectoriales de dimensión finita. Ex-
tendámolas a espacios de dimensión continua, infinita. Consideremos el espacio vectorial de
Schwartz S de funciones infinitamente diferenciables y rápidamente decrecientes, el cual es
de dimensión infinita. Sus vectores son funciones x(t), y(t), . . . ∈ S.

Definición 5.3 Un funcional lineal sobre S es una función ϕ que actúa sobre las funciones
x(t), y(t), . . . ∈ S, tal que

S ϕ→ C
y

〈ϕ, αx+ βy〉 = α 〈ϕ, x〉+ β 〈ϕ, y〉 ∀ α, β ∈ C y ∀ x, y ∈ S.

La definición anterior permite definir el espacio dual de S. Sin embargo, nos interesará es-
tudiar un subconjunto particular de él. Para ello, necesitamos introducir antes una definición
de convergencia adicional: la convergencia fuerte.

55
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Definición 5.4 Sean x1(t), . . . , xn(t) una sucesión de funciones en S. Se dice que esta suce-
sión converge fuertemente a cero si

ĺım
n→∞

tmx(k)
n (t) = 0 ∀ k,m = 0, 1, 2, . . . (5.2)

uniformemente en −∞ < t <∞. En tal caso escribimos

xn(t)
!−−−→

n→∞
0 .

Esto es, la convergencia fuerte es una convergencia de todas las derivadas, más rápida-
mente que cualquier polinomio.

Si la sucesión x1(t), . . . , xn(t) converge fuertemente a x(t), i.e.

xn(t)
!−−−→

n→∞
x(t) ,

significa que

yn(t) ≡ xn(t)− x(t)
!−−−→

n→∞
0 .

Ejemplos

1) Si f(t) ∈ S, entonces xn(t) =
f(t)

n

!−−−→
n→∞

0

2) Un ejemplo de no convergencia fuerte. Consideremos

xn(t) =
1

ns
e−t

2/n2 −−−→
n→∞

0 .

Entonces

tmxn(t) =

(
t

n

)s
1

ts−m
e−t

2/n2

.

Tomamos m > s y t = n. t vaŕıa con n (si hay convergencia uniforme, la expresión anterior
debe converger a cero para todo t). Entonces

tmxn(t) = tm−se−1 = nm−se−1 −−−→
n→∞

∞ .

No hay convergencia fuerte. Observamos que si hubiéramos tomado t fijo, es decir el ĺımite
puntual, el ĺımite es cero.

Definimos ahora un subconjunto especial de elementos del dual de S:

Definición 5.5 Un funcional lineal ϕ sobre S es una distribución temperada si es continua
en el sentido

yn(t)
!−−−→

n→∞
y(t) =⇒ 〈ϕ, yn〉

en C−−−→
n→∞

〈ϕ, y〉 .

Observemos que, en principio, podŕıamos definir funcionales sobre cualquier conjunto de
funciones de prueba. Una distribución será, en general, un funcional lineal que satisface la
condición de continuidad anterior. Una distribución temperada corresponde a un funcional
lineal continuo sobre el espacio de Schwartz.
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Definición 5.6 La suma de dos distribuciones ψ y ϕ se define como el funcional ψ + ϕ tal
que:

〈ψ + ϕ, x〉 = 〈ψ, x〉+ 〈ϕ, x〉 ∀ x ∈ S . (5.3)

Definición 5.7 El producto de un escalar λ por una distribución ψ se define como el funcional
lineal λψ tal que:

〈λψ, x〉 = λ 〈ψ, x〉 ∀ x ∈ S y ∀ λ ∈ C . (5.4)

Es inmediato mostrar que ψ + ϕ y λψ son funcionales lineales y que además son distri-
buciones temperadas. Luego el conjunto de las distribuciones temperadas sobre S, forma un
espacio vectorial denotado S ∗. S ∗ no es el espacio dual de S, sino un subespacio de él.

Ejemplos

1) Un funcional asigna un escalar a una función. El caso más simple es aquél en que el número
es simplemente el valor de la función en algún punto, por ejemplo, en el origen. Definamos
entonces el siguiente funcional:
〈δ, x〉 = x(0), ∀ x ∈ S. Mostremos que δ ∈ S ∗. Claramente δ es funcional lineal sobre S,

〈δ, α x+ β y〉 = αx(0) + β y(0) = α 〈δ, x〉+ β 〈δ, y〉 .

Sean ahora {yn(t)} una sucesión de funciones que convergen fuertemente a y(t), es decir,

yn(t)
!−−−→

n→∞
y(t) .

Consideremos el ĺımite

ĺım
n→∞

〈δ, yn〉 = ĺım
n→∞

yn(0) = y(0) = 〈δ, y〉 .

Por lo anterior tenemos que δ ∈ S ∗.

2) Nada impide definir un funcional como el anterior, pero tomando cualquier otro valor del
argumento:
〈δa, x〉 = x(a), ∀ x ∈ S. De la misma forma anterior, podemos demostrar que δa ∈ S ∗.

3) 〈δ′, x〉 = −x′(0) ∀ x ∈ S. Demostremos que δ′ ∈ S ∗. Linealidad:

〈δ′, αx+ βy〉 = −αx′(0)− βy′(0) = α 〈δ′, x〉+ β 〈δ′, y〉 .

Sea
yn(t)

!−−−→
n→∞

y(t) .

Tomemos el ĺımite

ĺım
n→∞

〈δ′, yn〉 = − ĺım
n→∞

y′n(0) = −y′(0) = 〈δ′, y〉 .

Concluimos, de lo anterior, que δ′ ∈ S ∗.
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Los tres ejemplos anteriores son particularmente importantes. El funcional δ se conoce
como la delta de Dirac, y fue introducida por Dirac por la necesidad de tener una teoŕıa
matemática consistente para la Mecánica Cuántica. Eventualmente, Schwartz desarrolló for-
malmente la teoŕıa de distribuciones.

4) Otro modo de asignar un escalar a una función es integrándola:

〈ϕ, x〉 =

∫ ∞
−∞

x(t) dt.

Linealidad

〈ϕ, αx+ βy〉 =

∫ ∞
−∞

[αx(t) + βy(t)] dt = α 〈ϕ, x〉+ β 〈ϕ, y〉 .

Sea

yn(t)
!−−−→

n→∞
y(t) ,

entonces

ĺım
n→∞

〈ϕ, yn〉 = ĺım
n→∞

∫ ∞
−∞

yn(t) dt =

∫ ∞
−∞

ĺım
n→∞

yn(t) dt =

∫ ∞
−∞

y(t) dt = 〈ϕ, y〉 ,

luego ϕ ∈ S ∗.

Hasta el momento, hemos definido sólo algunas distribuciones sencillas. A continuación
mostraremos que es posible construir infinitas distribuciones, a partir de funciones llamadas
de “crecimiento lento”.

Definición 5.8 Una función f(t) se dice de crecimiento lento si

| f(t) | < A(1 + t2)m para ciertos A y m. (5.5)

Esto significa que f(t) tiene crecimiento polinomial, no exponencial. Quedan también exclui-
das funciones singulares como 1/t.

Definición 5.9 Sea una función f(t) : R→ C de crecimiento lento, seccionalmente continua
y con discontinuidades “mansas”. Definimos el funcional f asociado a la función f(t) de la
siguiente manera: 〈

f, x
〉

=

∫ ∞
−∞

f(t)x(t) dt . (5.6)

Observemos que si x(t) pertenece a S, esto es precisamente lo que permite que f sea de
crecimiento lento (i.e., polinomial), y aún aśı la integral en (5.6), y por ende el funcional
asociado a f , existan.

Proposición 5.1 El funcional f ∈ S ∗.
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Demostración Consideremos el funcional actuando sobre una combinación lineal de fun-
ciones: 〈

f, αx+ βy
〉

=

∫ ∞
−∞

f(t) [αx(t) + βy(t)] dt

= α

∫ ∞
−∞

f(t)x(t) dt+ β

∫ ∞
−∞

f(t)y(t) dt = α
〈
f, x

〉
+ β

〈
f, y
〉
.

Luego f es un funcional lineal.
Por otra parte, sea

yn(t)
!−−−→

n→∞
y(t) .

Entonces∣∣ 〈f, yn − y〉 ∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

f(t) [yn(t)− y(t)] dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞
| f(t) | | yn(t)− y(t) | dt .

Como es de crecimiento lento,∣∣ 〈f, yn − y〉 ∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞

A(1 + t2)m | yn(t)− y(t) | dt, para ciertos A, m.

La convergencia fuerte de yn(t) a y(t) significa que

0 = ĺım
n→∞

tq
[
y(k)
n (t)− y(k)(t)

]
∀ k, q, t .

En particular,
0 = ĺım

n→∞
(1 + t2)m+1 [yn(t)− y(t)] ∀ t ,

lo cual significa que para un ε > 0 arbitrario se tiene que

[yn(t)− y(t)]
(
1 + t2

)m+1
< ε ,

de cierto n en adelante, independiente de t. Luego existe un N tal que∣∣ 〈f, yn − y〉 ∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞

A(1 + t2)m
ε

(1 + t2)m+1 dt para ε arbitrario y ∀n > N .

Finalmente ∣∣ 〈f, yn − y〉 ∣∣ ≤ Aε

∫ ∞
−∞

dt

1 + t2
= Aεπ .

La penúltima desigualdad se cumple desde un cierto n en adelante, siendo el resultado final
tan pequeño como se quiera. Por lo tanto

ĺım
n→∞

〈
f, yn

〉
=
〈
f, y
〉

=⇒ f ∈ S ∗ .

q.e.d.
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Es importante hacer notar que lo que hemos hecho es construir una distribución a partir
de una función, y que demostramos que toda función de crecimiento lento tiene una distribu-
ción asociada. Sin embargo, no todas las distribuciones provienen de funciones. Pero ciertas
propiedades de las distribuciones asociadas a funciones nos servirán para inspirar definiciones
y mostrar propiedades válidas para toda distribución.

Teorema 5.1 Sean f , g ∈ S, seccionalmente continuas y de crecimiento lento. Sean f , g sus
correspondientes distribuciones temperadas. Entonces

f = g =⇒ f = g .

Demostración
f = g =⇒

〈
f, x

〉
= 〈g, x〉 ∀ x ∈ S .

Supongamos que f 6= g en un punto, por ejemplo f(t0) > g(t0). Por continuidad de f(t) y
g(t) tenemos que f(t) > g(t) en una vecindad (a, b) en torno a t0. Si t0 fuera justo un punto
de discontinuidad de f o g (recordemos que son seccionalmente continuas) no hay problema.
Siempre podemos correr t0 en un intervalo vecino.

Tomemos una función de prueba x(t), tal que x(t) > 0 si t ∈ (a, b) y x(t) = 0 si t 6∈ (a, b),
entonces ∫ ∞

−∞
[f(t)− g(t)]x(t) dt =

∫ b

a

[f(t)− g(t)]x(t) dt 6= 0 .

Esto dice que ∫ ∞
−∞

f(t)x(t) dt 6=
∫ ∞
−∞

g(t)x(t) dt =⇒ f 6= g ,

lo cual contradice la hipótesis. Luego f = g.
q.e.d.

Sean f , f ′ dos funciones de crecimiento lento, continuas en −∞ < t <∞. Sean f , f ′ las
distribuciones correspondientes. Definimos la derivada de la distribución f como

f ′ = f ′ .

Con ello,〈
f ′, x

〉
=
〈
f ′, x

〉
=

∫ ∞
−∞

f ′(t)x(t) dt = f(t)x(t)
∣∣∣∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

f(t)x′(t) dt = −
〈
f, x′

〉
. (5.7)

Observemos cómo este resultado, y por lo tanto la definición (5.7), es consistente con el
ejemplo 3 de este caṕıtulo.

A la luz de este resultado, proponemos la siguiente definición.

Definición 5.10 Si ϕ ∈ S ∗ definimos la derivada de la distribución, ϕ′, de la siguiente manera:

〈ϕ′, x〉 = −〈ϕ, x′〉 ∀ x ∈ S . (5.8)
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Proposición 5.2 ϕ′ aśı definida pertenece a S ∗.

Demostración Consideremos la derivada del funcional actuando sobre una combinación
lineal de funciones:

〈ϕ′, αx+ βy〉 = −〈ϕ, αx′ + βy′〉 = −α 〈ϕ, x′〉 − β 〈ϕ, y′〉 = α 〈ϕ′, x〉+ β 〈ϕ′, y〉 .

Se cumple entonces la linealidad. Por otra parte, sea

yn(t)
!−−−→

n→∞
y(t) ,

entonces
ĺım
n→∞

〈ϕ′, yn〉 = − ĺım
n→∞

〈ϕ, y′n〉 = −〈ϕ, y′〉 = 〈ϕ′, y〉 .

La penúltima igualdad es consecuencia de que ϕ ∈ S ∗, y que y′n(t) converge fuertemente a
y(t), siendo la conclusión final que ϕ′ ∈ S ∗.

q.e.d.

Una consecuencia de lo anterior es que

ϕ(n) ∈ S ∗ ∀ ϕ ∈ S ∗ ,

donde 〈
ϕ(n), x

〉
= (−1)n

〈
ϕ, x(n)

〉
∀x ∈ S . (5.9)

Ejemplo Función escalón de Heaviside:

h(t) =
1 + sgn t

2
=


1 si t > 0
1
2

si t = 0

0 si t < 0

(5.10)

t

1

1/2

0

Tomamos h(t) como funcional, i.e. consideramos el funcional asociado h, definido por〈
h, x
〉

=

∫ ∞
0

x(t) dt ∀x ∈ S .

Evaluemos su derivada〈
h ′, x

〉
= −

〈
h, x′

〉
= −

∫ ∞
0

x′(t) dt = −x(t)
∣∣∣∞
0

= x(0) = 〈δ, x〉 ,
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luego

h ′ = δ (5.11)

Este resultado es importante. Hemos logrado en algún sentido diferenciar una función dis-
continua. El espacio de las distribuciones aparece como una generalización del espacio de
funciones, en el cual la derivada existe incluso para funciones discontinuas. Sin embargo, esta
analoǵıa, que puede sernos útil de modo informal, no debe ser tomada como rigurosa. No es
la función discontinua la que estamos derivando, sino el funcional asociado a ella. Śı es cierto
que, mientras en el espacio de funciones las derivadas no siempre están definidas, en el espacio
de distribuciones siempre lo están, y, por ejemplo, como muestra (5.9), toda distribución es
infinitamente diferenciable.

Proposición 5.3 Para distribuciones la diferenciación es lineal, es decir,

(αϕ+ βψ)′ = αϕ′ + βψ′ . (5.12)

Demostración Sea x ∈ S arbitrario.〈
(αϕ+ βψ)′ , x

〉
= −〈αϕ+ βψ, x′〉 = −α 〈ϕ, x′〉 − β 〈ψ, x′〉 = α 〈ϕ′, x〉+ β 〈ψ′, x〉 .

q.e.d.

Generalicemos el ejemplo de la función escalón de Heaviside. Sea f(t) una función dife-
renciable a tramos con una sola discontinuidad en t = a.

ta

p

Sea p = f(a+)− f(a−). Por hipótesis f ′ existe para todo t 6= a. Escribamos Df en lugar de
f ′. Claramente, para t = a Df no existe. Consideremos ahora el funcional f asociado a f y
tomemos su derivada f ′. Para ello sea x ∈ S arbitrario:

〈
f ′, x

〉
= −

〈
f, x′

〉
= −

∫ a−

−∞
f(t)x′(t) dt−

∫ ∞
a+

f(t)x′(t) dt

= −f(t)x(t)
∣∣∣a−
−∞

+

∫ a−

−∞
Df(t)x(t) dt− f(t)x(t)

∣∣∣∞
a+

+

∫ ∞
a+

Df(t)x(t) dt

=
[
f(a+)− f(a−)

]
x(a) +

〈
Df, x

〉
=
〈
Df, x

〉
+ px(a) =

〈
Df, x

〉
+ p 〈δa, x〉 .
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Por lo tanto, en el espacio de las distribuciones temperadas se satisface:

f ′ = f ′ = Df + pδa (5.13)

Proposición 5.4 Si f tiene discontinuidades con saltos finitos de tamaños pk en t = ak para
k = 1, . . . , n y si f ′ es continua fuera de los ak, entonces

f ′ = Df +
m∑
k=1

pkδak (5.14)

De la proposición anterior se desprende el siguiente resultado:

Proposición 5.5 Si f tiene una discontinuidad finita en a, entonces

f
′
= Df + p0δa ,

f
′′

= D2f + p0δ
′
a + p1δa ,

. . .

f
(n)

= Dnf + p0δ
(n−1)
a + p1δ

(n−2)
a + · · ·+ pn−1δa ,

donde pk es el salto en el punto a de la función f (k).

La demostración es similar a la de la proposición 5.4, integrando por partes n veces.

Hemos enfatizado que las distribuciones no son funciones. Pero dadas las fuertes analoǵıas,
y aun cuando no todas las distribuciones son funcionales asociados a funciones, las siguientes
definiciones nos permiten emplear un lenguaje similar para distribuciones y funciones.

Definición 5.11 La distribución ϕ ∈ S ∗ tiene un valor nulo en (a, b) si 〈ϕ, x〉 = 0, ∀ x ∈ S,
que sea nula fuera de (a, b). En tal caso se escribe ϕ(t) = 0 para a < t < b.

Si el funcional f asociado a f tiene un lugar nulo en (a, b) esto nos dice que f(t) = 0 en
a < t < b.

Ejemplo Sea (a, b) un intervalo abierto que no contiene el cero. Sea δ la distribución definida
por

〈δ, x〉 = x(0) ∀ x ∈ S .
Sea y(t) ∈ S tal que y(t) 6= 0 sólo para t ∈ (a, b). En tal caso

〈δ, y〉 = y(0) = 0 , ya que 0 6∈ (a, b).

De acuerdo a nuestra convención, se escribe δ(t) = 0 si t 6= 0.

Para una función f , se define el soporte de f como la clausura de {x|f(x) 6= 0}, es
decir, el menor conjunto cerrado fuera del cual f es cero. Podemos extender esta definición
a distribuciones:
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Definición 5.12 El soporte de una distribución ϕ es el menor conjunto cerrado fuera del cual
ϕ tiene valor nulo.

Ejemplo De acuerdo a nuestra definición δ tiene soporte {0} y δa tiene soporte {a}.

Definición 5.13 La distribución temperada ϕ ∈ S tiene valores g(t) en (a, b) si ϕ− g tiene
valor nulo en (a, b).

5.2. Sucesión de distribuciones

Consideremos ciertas distribuciones discretas de masa y la distribución continua asociada.

m n

m 5
m 4

m 3m 2
1m ρ( )x

xxx1 x2 x3 x x x4 5 n x

x

m(x)

x

m(x)

m(x) =
n∑
i=1

mi m(x) =

∫ x

−∞
ρ(x′) dx′

Podŕıamos decir que una “sucesión” de distribuciones discretas “tiende” a una distribución
continua, usando los términos entre comillas sin mayor precisión. Para formalizar esta idea,
definamos qué vamos a entender por convergencia de una sucesión de distribuciones.

Definición 5.14 Convergencia de una sucesión de distribuciones
Una sucesión de distribuciones {ϕn} converge a una distribución ϕ si y sólo si ∀ x ∈ S

tenemos que ĺım
n→∞

〈ϕn − ϕ, x〉 = 0, i.e.

ĺım
n→∞

ϕn = ϕ ⇐⇒ ĺım
n→∞

〈ϕn, x〉 = 〈ϕ, x〉 ∀ x ∈ S . (5.15)

Ejemplo

1) Consideremos la sucesión de funciones

fn(t) =


n

2
si | t | < 1

n

0 si | t | > 1

n

.
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-1 -1/2 0 1/3 1/2 1-1/3

1/2

1

3/2

t

f3

f

f1

2

Consideremos ahora los respectivos funcionales asociados y veamos cómo actúa uno de ellos
sobre una función x cualquiera. Usando el teorema del valor medio:

〈
fn, x

〉
=

∫ 1
n

− 1
n

n

2
x(t) dt =

n

2

2

n
x(τ) , con − 1

n
< τ <

1

n
,

luego

ĺım
n→∞

〈
fn, x

〉
= x(0) = 〈δ, x〉 ,

es decir, en términos de distribuciones

ĺım
n→∞

fn = δ .

Esto puede inducirnos a pensar que la δ es una “función”, que es nula en todo el eje
real, salvo en el origen, donde es infinita. Esto puede servir como imagen mental, pero es
importante enfatizar que en rigor no es correcto, y que el ĺımite anterior sólo existe en
el sentido de distribuciones. La sucesión fn converge a “algo”, pero ese “algo” no es una
función (lo cual nos muestra, incidentalmente, que el espacio de funciones no es un conjunto
cerrado).

En el ejemplo anterior, se dice que la sucesión fn es una representación de la δ. Existen
muchas representaciones de la δ. De hecho, el ejemplo anterior es un caso particular de la
siguiente proposición:

Proposición 5.6 Sea g(t) una función seccionalmente continua, con∫ ∞
−∞

g(t) dt = 1 y

∫ ∞
−∞
| g(t) | dt <∞ .

g(t) no es necesariamente simétrica. Formemos la sucesión

fn(t) = n g(nt) .

Entonces

ĺım
n→∞

fn = δ .
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Demostración Consideremos la distribución asociada a fn y veamos cómo actúa sobre una
función x cualquiera.

〈
fn, x

〉
= n

∫ ∞
−∞

g(nt)x(t) dt =

∫ ∞
−∞

g(u)x
(u
n

)
du .

Interesa el ĺımite cuando n → ∞. Busquemos una mayorante. Sea M > máx
−∞<t<∞

{|x(t) |},
entonces∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
g(u)x

(u
n

)
du

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞
| g(u) |

∣∣∣x(u
n

) ∣∣∣ du < M

∫ ∞
−∞
| g(u) | du <∞ .

Vemos que hay convergencia uniforme y podremos intercambiar el ĺımite con la integral.

ĺım
n→∞

〈
fn, x

〉
= ĺım

n→∞

∫ ∞
−∞

g(u)x
(u
n

)
du =

∫ ∞
−∞

g(u) ĺım
n→∞

x
(u
n

)
du = x(0)

∫ ∞
−∞

g(u) du = x(0) ,

por lo tanto

ĺım
n→∞

fn = δ .

q.e.d.

En los siguientes ejemplos se muestran diversas representaciones de la δ, generadas gracias
a la proposición anterior.

Ejemplos

1) Una ilustración del caso anterior.

g(t) =
1√
π
e−t

2

, de modo que

∫ ∞
−∞

g(t) dt = 1 .

Formemos la sucesión

fn(t) =
n√
π
e−n

2t2 .

f2

f3

f1

t
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Obtenemos de acuerdo a la conclusión del caso anterior

ĺım
n→∞

n√
π
e−n2t2 = δ(t) (5.16)

2) Otra ilustración.

g(t) =
1

π

sen(t)

t
, de modo que

∫ ∞
−∞

g(t) dt = 1 .

La sucesión asociada es:

fn(t) =
n

π

sen(nt)

nt
.

f2

f3

f1

t

Nuevamente obtenemos, a partir de la conclusión anterior, el resultado para el ĺımite:

ĺım
n→∞

sen(nt)

πt
= δ(t) (5.17)

Ésta se conoce como la representación de Dirichlet de la δ.

3) Sea

g(t) =


0 si | t | > 1

t+ 1 si −1 < t < 0

−t+ 1 si 0 < t < 1

.

La sucesión, usando fn = ng(nt), tenemos

fn(t) =


0 si | t | > 1/n

n2t+ n si −1/n < t < 0

−n2t+ n si 0 < t < 1/n

.
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f1

f2

f3

-1 -1/2 0 1/3 1/2 1-1/3

1

3

2

t

En el ĺımite,
ĺım
n→∞

fn = δ .

4) Consideremos ahora la Lorentziana:

g(t) =
1

π

1

1 + t2
,

generando la sucesión

fn(t) =
1

π

n

1 + (nt)2
=

1

nπ

1[
1

n2
+ t2

] .
Luego, con η = 1/n,

ĺım
η→0

1

π

η

η2 + t2
= δ .

5) Una generalización del ejemplo 2. Toda sucesión de funciones tal que

ĺım
n→∞

[∫ −∆

−∞
| fn(x) | dx+

∫ ∞
∆

| fn(x) | dx
]

= 0 , ∀∆ > 0 fijo

ĺım
n→∞

∫ ∆

−∆

fn(x) dx = 1 , ∀∆ > 0 fijo

cumple
ĺım
n→∞

fn = δ .

Demostración: Ejercicio.

Este ejemplo sugiere, una vez más, que uno podŕıa imaginarse la δ como una función que
es nula en todo punto distinto del origen, pero en el origen es “suficientemente” infinita como
para que la integral en un intervalo que contiene al origen sea uno. Por supuesto, todas estas
“curiosas” propiedades de la δ son curiosas sólo si insistimos en pensarla como una función.
Todo es completamente consistente dentro del espacio de distribuciones.

Ya hemos visto que las distribuciones no sólo tienen derivada, sino que son infinitamente
diferenciables. Los siguientes teoremas muestran que la derivada de distribuciones se puede



5.2. SUCESIÓN DE DISTRIBUCIONES 69

intercambiar con el ĺımite, y con la suma infinita, dos propiedades altamente no triviales
cuando se trata de funciones usuales.

Teorema 5.2 Si la sucesión de distribuciones {ϕn} converge a la distribución ϕ cuando
n→∞, entonces la sucesión de derivadas {ϕ′n} converge a ϕ′, es decir,

ĺım
n→∞

ϕ′n =
(

ĺım
n→∞

ϕn

)′
= ϕ′ . (5.18)

Demostración
〈ϕ′n, x〉 = −〈ϕn, x′〉 .

El lado izquierdo tiende a −〈ϕ, x′〉 = 〈ϕ′, x〉, pues ϕn converge a ϕ. Entonces, para todo x
se tiene que

〈ϕ′n, x〉 −−−→
n→∞

〈ϕ′, x〉 ,

luego
ĺım
n→∞

ϕ′n = ϕ′ .

q.e.d.

Teorema 5.3 Toda serie convergente de sucesiones puede ser derivada término a término
dentro de la sumatoria.

Demostración En efecto, supongamos que la serie
∑∞

ν=0 ϕν es convergente. Sea

Φn =
n∑
ν=0

ϕν .

Se tiene (
n∑
ν=0

ϕν

)′
=

n∑
ν=0

ϕ′ν .

Como Φn converge, definamos

ĺım
n→∞

Φn =
∞∑
ν=0

ϕν ≡ Φ .

Por el teorema anterior,

Φ′ =
(

ĺım
n→∞

Φn

)′
= ĺım

n→∞
Φ′n ,

es decir,

Φ′ = ĺım
n→∞

n∑
ν=0

ϕ′ν =
∞∑
ν=0

ϕ′ν .

q.e.d.
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Aplicaciones

1) En el espacio de distribuciones, una serie trigonométrica puede converger aun cuando sus
coeficientes ak crezcan polinomialmente cuando k → ∞ (en contraste a lo que ocurre con
funciones, donde si una serie converge sus términos deben anularse para k →∞; por ejemplo,
los coeficientes de Fourier).

Consideremos coeficientes ak tales que ak < C | k |α, con C constante y α > 0, cuando
| k | → ∞. Definimos la función

f(x) =
∞∑

k=−∞
k 6=0

ak
(2iπk)β+2

e2iπkx ,

donde β ≥ α. Como el término general de esta serie está acotado por C ′/ | k |2 cuando
| k | → ∞, vemos que la serie es uniformemente convergente, de modo que f no sólo está bien
definida, sino que es continua.

Consideramos ahora la distribución asociada f . (5.9) dice que f es infinitamente diferen-
ciable. En particular,

f
(β+2)

(x) =
∞∑

k=−∞
k 6=0

ake
2iπkx .

Esta serie existe como distribución, no como función porque no convergeŕıa. Agregar un
término con k = 0 no afecta la convergencia de la serie, obteniéndose finalmente que la serie
trigonométrica

∞∑
k=−∞

ake
2iπkx

es sumable en S ∗. Es más, esta serie trigonométrica es una distribución de peŕıodo 1, siendo
la suma de a0 y de la derivada (como distribución) de una función periódica y continua.

2) Si ĺım
n→∞

fn = δ, entonces (
ĺım
n→∞

fn

)′
= ĺım

n→∞
f ′n = δ′ . (5.19)

Una ilustración de lo anterior.

fn(t) =


0 si | t | > 1/n

n2t+ n si −1/n < t < 0

−n2t+ n si 0 < t < 1/n

.
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El ĺımite:

ĺım
n→∞

fn = δ .

Su derivada:

f ′n(t) =


0 si | t | > 1/n

n2 si −1/n < t < 0

−n2 si 0 < t < 1/n

,

f1

f2
f3

-1 -1/2 -1/3 t
1/3 1/2 1

4

1

9

Y su ĺımite será, de acuerdo al resultado anterior,

ĺım
n→∞

f ′n = δ′ .
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Del mismo modo como lo hicimos con las representaciones de la δ, este ejemplo nos permite
tener una imagen mental para δ′, aun cuando el único sentido real es como una distribución.
El ejemplo, sugiere, en todo caso, que δ′ es una “función” impar (en rigor, es el ĺımite, como
distribución, de una sucesión de funciones impares), lo cual tiene sentido, pues la δ es una
“función” par (i.e., es el ĺımite, como distribución, de una sucesión de funciones pares). Lo
cual refleja por supuesto el resultado análogo en funciones reales, es decir, que la derivada de
una función par es, a su vez, una función impar. Inspirados por estos resultados, entonces,
formalicemos el concepto de “paridad” en distribuciones.

Definición 5.15 Paridad en distribuciones
Decimos que ϕ es una distribución par si

〈ϕ, x(t)〉 = 〈ϕ, x(−t)〉 . (5.20)

Decimos que ϕ es una distribución impar si

〈ϕ, x(t)〉 = −〈ϕ, x(−t)〉 . (5.21)

Ejemplos

Sea x(t) ∈ S arbitraria. Definimos y(t) = x(−t).
1) δ es una distribución par. Demostración:

〈δ, x(−t)〉 = 〈δ, y(t)〉 = y(0) = x(0) = 〈δ, x(t)〉 .

2) δ′ es una distribución impar. Demostración:

〈δ′, x(−t)〉 = 〈δ′, y(t)〉 = −〈δ, y′(t)〉 = −y′(0) = x′(0) = −〈δ, x(t)〉 ,

ya que si y(t) = x(−t) esto implica que y′(t) = −x′(−t).

Los dos ejemplos anteriores concuerdan con la intuición que pudimos ganar mirando las
representaciones de δ y δ′. Ahora, sin embargo, los hemos establecido rigurosamente.

3) Si f es una función de crecimiento lento con paridad definida, entonces la distribución
asociada f tiene la misma paridad de f . (Demostración como ejercicio.)

Notación usada

Hemos visto que la analoǵıa entre distribuciones y funciones es, a lo menos, sugerente. Por
ello, en muchos textos de F́ısica se escriben las distribuciones como si fueran funciones. En
particular, se generaliza la definición (5.6) para distribuciones que no provienen de funciones:

〈ϕ, x〉 =

∫ ∞
−∞

ϕ(t)x(t) dt ,
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aun cuando ϕ(t) no es una función y no tiene sentido estricto ni el producto de una distri-
bución por una función, ni la integral. Es sólo una notación útil, y la utilizaremos frecuente-
mente. En particular, con esta notación podemos reescribir la condición de paridad de una
distribución. Si ϕ es par,

〈ϕ, x(−t)〉 =

∫ ∞
−∞

ϕ(t)x(−t) dt =

∫ ∞
−∞

ϕ(−t′)x(t′) dt′ ,

es igual a

〈ϕ, x(t)〉 =

∫ ∞
−∞

ϕ(t)x(t) dt ,

Si ϕ es impar, análogamente:∫ ∞
−∞

ϕ(−t)x(t) dt = −
∫ ∞
−∞

ϕ(t)x(t) dt .

Esto justifica la notación:

ϕ(t) = ϕ(−t) (distribución par) ,
ϕ(t) = −ϕ(−t) (distribución impar) .

(5.22)

Esta notación de distribuciones como si fueran funciones se utiliza también para la delta.
Con ella, algunas de las propiedades ya demostradas para esta distribución toman la forma:

i)

〈δ, x〉 =

∫ ∞
−∞

δ(t)x(t) dt = x(0) .

ii)

〈δa, x〉 =

∫ ∞
−∞

δa(t)x(t) dt =

∫ ∞
−∞

δ(t− a)x(t) dt = x(a) .

Observemos la conveniencia de la notación δa = δ(t− a), que permite que la expresión∫∞
−∞ δ(t− a)x(t) dt pueda ser considerada como el ĺımite continuo de la relación discreta

en términos de la delta de Kronecker xi =
∑∞

i=−∞ δijxj.

iii)

〈δ, 1〉 =

∫ ∞
−∞

δ(t) dt = 1 .

iv) δ(t) = δ(−t), δ es par.

v) δ′(t) = −δ′(−t), δ′ es impar.

vi) δ′(t− a) = −δ′(a− t).
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vii) La notación anterior nos permite demostrar fácilmente la siguiente importante relación:

δ(kt) =
1

| k |
δ(t) (5.23)

Demostración Sea δ(kt) con k 6= 0. Consideremos la delta actuando sobre una función
x ∈ S cualquiera:∫ ∞

−∞
δ(kt)x(t) dt = sgn(k)

∫ sgn(k)∞

− sgn(k)∞
δ(u)x

(u
k

) du

| k |

=

∫ ∞
−∞

δ(u)x
(u
k

) du

| k |
=

1

| k |
x(0) =

∫ ∞
−∞

δ(t)

| k |
x(t) dt .

q.e.d.

viii) Si f es una función continua, anaĺıtica y diferenciable, con ceros simples en ti, con
i = 1, . . . , n, entonces

δ(f(t)) =
n∑
i=1

1

| f ′(ti) |
δ(t− ti) . (5.24)

Demostración Consideremos δ(f(t)) con R f−→ R y f ∈ S, es decir, f continua,
anaĺıtica y diferenciable. Supongamos que f tiene ceros simples en ti con i = 1, 2, . . . , n,
f(ti) = 0 ∀ i.

〈δ(f(t)), x〉 =

∫ ∞
−∞

δ(f(t))x(t) dt .

El soporte de δ(f(t)) = {ti}ni=1. En la vecindad de estos puntos f puede expandirse en
serie:

f(t) ' f(ti) + f ′(ti)(t− ti) = f ′(ti)(t− ti) ,

luego

δ(f(t)) =
n∑
i=1

δ(f ′(ti)(t− ti)) =
n∑
i=1

1

| f ′(ti) |
δ(t− ti) .

q.e.d.

5.3. Producto de distribuciones

También es posible definir el producto entre distribuciones, con ciertas restricciones, como
veremos a continuación.
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Definición 5.16 Producto de dos distribuciones asociadas a funciones
Sean f , g continuas y derivables a tramos con discontinuidades “mansas” y de crecimiento

lento. Sean f , g sus distribuciones asociadas, entonces definimos el producto de f y g por〈
f · g, x

〉
≡ 〈g, fx〉 , (5.25)

si fx ∈ S.

Proposición 5.7
f · g = g · f . (5.26)

Demostración〈
f · g, x

〉
= 〈g, fx〉 =

∫ ∞
−∞

f(t)g(t)x(t) dt =
〈
f, gx

〉
=
〈
g · f, x

〉
,

luego
f · g = g · f .

q.e.d.

Definición 5.17 Multiplicación de una distribución arbitraria por polinomio
Sea p(t) un polinomio y sea p(t) ∈ S ∗ su funcional asociado. Sea, además ϕ ∈ S ∗

arbitrario, entonces pϕ se define por

〈pϕ, x〉 ≡ 〈ϕ, p x〉 . (5.27)

Proposición 5.8 La distribución pϕ ∈ S ∗ si p(t) es un polinomio.

Demostración: Ejercicio.

Ejemplos

1) Si p es un polinomio, entonces
p δ = p(0)δ .

En efecto,
〈p δ, x〉 = 〈δ, px〉 = p(0)x(0) = 〈p(0) δ, x〉 .

En particular,
t δ = 0 .

En los libros se suele encontrar la notación t δ(t) = 0. Ésta parece una igualdad de funciones.
Si se considera a la delta de Dirac como una función nula en todas partes, salvo en cero donde
es infinito, la igualdad anterior es muy natural para t 6= 0 pero no para t = 0. Éste es un
ejemplo de que la anterior es sólo una notación, que puede ser útil, pero que tiene sus ĺımites.
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2) Si p es un polinomio,
p δ′ = p(0)δ′ − p′(0)δ .

En efecto,

〈p δ′, x〉 = 〈δ′, px〉 = −(px)′(0)

= −p(0)x′(0)− p′(0)x(0)

= 〈p(0)δ′ − p′(0)δ, x〉 .

En particular,

t δ′ = −δ ,
t2 δ′ = 0 .

Todo esto parece muy natural viendo la representación de δ′ vista anteriormente, pero
siempre hay que tener presente que éstas no son igualdades entre funciones.

El siguiente paso seŕıa poder definir el producto entre dos distribuciones arbitrarias. Sin
embargo, tal como hemos definido el producto, no existe una extensión obvia a las definiciones
(5.25) y (5.27) para el caso de dos distribuciones arbitrarias ϕ1, ϕ2, ya que, por ejemplo, el
producto 〈ϕ1, ϕ2x〉 no existe, pues no está definido el producto entre una distribución ϕ2

arbitraria y una función x ∈ S ∗. Por lo tanto, en general no tiene sentido hablar de ϕ1ϕ2.
Por ejemplo, [δ(t)]2 o δ(t)δ′(t) son objetos sin sentido.

5.4. Distribuciones y ecuaciones diferenciales

Hasta el momento, hemos mostrado que las distribuciones tienen al menos un par de
propiedades matemáticamente muy interesantes: ser siempre diferenciables (y serlo infinitas
veces), y que una sucesión de funciones puede no converger a ninguna función, pero śı conver-
ger como distribución. En esta sección, mostraremos que las distribuciones permiten extender
el tipo de ecuaciones diferenciales que se pueden resolver, lo cual es una propiedad de interés
no sólo matemático, sino f́ısico.

Consideremos la ecuación diferencial

t
df

dt
= 0 .

La solución general es:

f(t) =

{
C1 = cte. t > 0

C2 = cte. t < 0
.

Puesto que f(t) debe ser una función continua (de otro modo no seŕıa diferenciable), se debe
tener C1 = C2. Ésta es entonces la única solución posible en el espacio de funciones.

Pero si admitimos distribuciones como soluciones, no es necesario que C1 = C2, pues ya
sabemos que dentro del espacio de distribuciones, “funciones” discontinuas son diferenciables.
Intentemos pues una solución del tipo:

f(t) = C1 + (C2 − C1)h(t) , donde h(t) =
1 + sgn(t)

2
.
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Entonces

t f ′(t) = t (C2 − C1)h(t)′ = (C2 − C1) t δ = 0 ,

es decir, f es solución.

Una consecuencia importante, entonces, de haber construido el espacio de distribuciones
es que podemos extender el espacio de soluciones de ecuaciones diferenciales y, por ende, el
conjunto de ecuaciones diferenciales que somos capaces de resolver.

Conviene entonces tener presente las propiedades de la derivada para el producto de
distribuciones definido en la Sec. 5.3, que resultan ser análogas a la regla de Leibniz para
funciones reales.

Teorema 5.4 (
f g
)′

= f ′ g + f g ′ , (5.28a)

o bien

(pϕ)′ = p ′ ϕ+ pϕ′ . (5.28b)

Demostración

〈(pϕ)′, x〉 = −〈pϕ, x′〉 = −〈ϕ, p x′〉 .

Por otro lado,

〈p′ ϕ+ pϕ′, x〉 = 〈p ′ϕ, x〉+〈pϕ′, x〉 = 〈ϕ, p′ x〉+〈ϕ′, p x〉 = 〈ϕ, p′ x〉−〈ϕ, (p x)′〉 = −〈ϕ, p x′〉 .

Comparando,

(pϕ)′ = p ′ ϕ+ pϕ′ .

q.e.d.

5.5. Convergencia débil

La definición (5.15) introdujo el concepto de convergencia de una sucesión de distribucio-
nes. Ello permite definir el siguiente criterio de convergencia para funciones :

Definición 5.18 Convergencia débil

Una sucesión de funciones fn(t) continuas y derivables por tramos con discontinuidades
mansas y de crecimiento lento, se dice que converge débilmente a f si

ĺım
n→∞

fn = f ∈ S ∗ existe. (5.29)
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Una sucesión fn que converge débilmente, no significa necesariamente que converge, como
función, en algún sentido usual: uniformemente, puntualmente o en la norma. Lo único que
sabemos es que consideradas como distribuciones hay convergencia, y que la convergencia es
a una distribución que, a su vez, también proviene de una función f . Puede darse o no que
además fn(t) converja a cierta función g(t) (¡no necesariamente igual a f(t)!) puntualmente,
o en la norma o uniformemente. Sin embargo, la convergencia uniforme asegura convergencia
débil, como afirma la siguiente proposición.

Proposición 5.9 Una sucesión de funciones f1, . . . , fn continuas, derivables por tramos y
de crecimiento lento con

ĺım
n→∞

fn(t)
unif−→ f(t) ,

tiene convergencia débil.

Demostración Consideremos〈
fn − f, x

〉
=

∫ ∞
−∞

[fn(t)− f(t)]x(t) dt ,

para x ∈ S. Elijamos un ε > 0 arbitrario. Tenemos:〈
fn − f, x

〉
=

∫ −A
−∞

[fn(t)− f(t)]x(t) dt+

∫ A

−A
[fn(t)− f(t)]x(t) dt+

∫ ∞
A

[fn(t)− f(t)]x(t) dt .

Elegimos A tan grande que se satisfagan, simultáneamente, las dos condiciones siguientes:∣∣∣∣ ∫ −A
−∞

[fn(t)− f(t)]x(t) dt

∣∣∣∣ < ε

3
y

∣∣∣∣ ∫ ∞
A

[fn(t)− f(t)]x(t) dt

∣∣∣∣ < ε

3
.

Este A existe pues fn − f crece a lo más como potencias, mientras que x decae más rápido

que cualquier potencia. Como fn− f
unif−−−→
n→∞

0 en el intervalo [−A,A], se tiene que para cierto

N ∈ N,

| fn(t)− f(t) | < ε

6AM
, ∀n > N ,

donde M > |x(t) | en el intervalo −A < t < A. Haciendo uso de lo anterior podemos acotar
la integral en el intervalo central, es decir,∣∣∣∣ ∫ A

−A
[fn(t)− f(t)]x(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ A

−A
| fn(t)− f(t) | |x(t) | dt

<
ε

6AM

∫ A

−A
|x(t) | dt =

ε

6AM
2AM =

ε

3
, ∀n > N .

Con este resultado podemos acotar la integral completa∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

[fn(t)− f(t)]x(t) dt

∣∣∣∣ =
∣∣ 〈fn − f, x〉 ∣∣ < ε , ∀n > N .

Finalmente podemos escribir ĺım
n→∞

fn = f , por lo tanto, fn converge débilmente a f .

q.e.d.
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Aclaremos los conceptos anteriores con algunos ejemplos.

Ejemplos

1) Sea fn(t) =
1√
2π

eint. Se tiene

〈
fn, x

〉
= F{x, n} −−−→

n→∞
0 , ∀x ∈ S ,

pues la transformada de Fourier se anula en ±∞.
Luego

ĺım
n→∞

(
1√
2π

eint
)

= 0 .

fn converge a cero débilmente.

¿Existe convergencia de fn en algún otro sentido? No, pues ĺım
n→∞

1√
2π

eint no existe, salvo

en t = 2πν, ν ∈ Z.
Observemos cuan anti-intuitivo puede ser el concepto de convergencia débil. eint es una

función compleja, cuyas partes real e imaginaria oscilan entre−1 y 1, y cuando n crece, oscilan
cada vez más rápido, “llenando” dicho intervalo. Si tuviéramos que representar de algún modo
el ĺımite de fn, terminaŕıamos con un par de bandas de ancho 2 en torno al eje de las abscisas
y al eje de las ordenadas en el plano complejo. Sin embargo, como distribuciones la sucesión
converge a 0, y por tanto la sucesión de funciones converge débilmente a la función 0.

2) Sea

fn(t) =

{
0 , si t 6∈ [1/n, 2/n]

n , si t ∈ [1/n, 2/n]
.

∀n ∈ N,
∫∞
−∞ fn(t) dt = 1, y fn(t) −−−→

n→∞
0 puntualmente.

Pero además:

〈
fn, x

〉
= n

∫ 2/n

1/n

x(t) dt = nx(tn)

∫ 2/n

1/n

dt , algún tn ∈ [1/n, 2/n]〈
fn, x

〉
= x(tn) −−−→

n→∞
x(0) = 〈δ, x〉 .

Luego

fn −−−→
n→∞

δ ,

con lo cual fn converge débilmente, pero no a una función. Sin embargo, fn śı converge a la
función 0, de modo que

ĺım
n→∞

〈
fn, x

〉
6=
〈

ĺım
n→∞

fn, x
〉

=
〈
0, x
〉

= 0 .

El problema es que la convergencia a 0 no es uniforme.
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3) Consideremos la sucesión de funciones

fn(t) =

{
n/2 , si | t | < 1/n

0 , si | t | > 1/n
para n = 1, 2, 3, . . .

El ĺımite de la sucesión es:

ĺım
n→∞

fn(t) =

{
0 ∀ t 6= 0

∞ t = 0
.

No hay convergencia puntual, sin embargo, fn(t) converge débilmente, pues ĺım
n→∞

fn = δ.

4) Consideremos las siguientes sucesiones:

fn(t) =
1

2
erfc(−nt) =

1√
π

∫ ∞
−nt

e−u
2

du y gn(t) = e−e
−nt

.

Ambas sucesiones convergen débilmente.

Demostración Consideremos el ĺımite de las fn:

ĺım
n→∞

〈
fn, x

〉
= ĺım

n→∞

∫ ∞
−∞

fn(t)x(t) dt .

Podemos acotar la integral:∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

fn(t)x(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞
| fn(t) | |x(t) | dt ≤

∫ ∞
−∞
|x(t) | dt <∞ ,

ya que | fn(t) | < 1 ∀ fn,∀ n,∀ t. Luego existe mayorante convergente y podemos intercambiar
el ĺımite con la integral:

ĺım
n→∞

∫ ∞
−∞

fn(t)x(t) dt =

∫ ∞
−∞

ĺım
n→∞

fn(t)x(t) dt .

Pero el ĺımite de fn es

ĺım
n→∞

fn(t) =


0 si t < 0

1/2 si t = 0

1 si t > 0

,

lo cual corresponde a la definición de la función escalón de Heaviside h(t). Tenemos entonces

ĺım
n→∞

〈
fn, x

〉
=

∫ ∞
−∞

h(t)x(t) dt =
〈
h, x
〉
.

Entonces fn converge débilmente, pues

ĺım
n→∞

fn = h .
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Análogamente, se tiene

ĺım
n→∞

〈gn, x〉 =

∫ ∞
−∞

ĺım
n→∞

gn(t)x(t) dt ,

pero el ĺımite de gn es

ĺım
n→∞

gn(t)


0 si t < 0

1/e si t = 0

1 si t > 0

.

Excepto en t = 0, coincide con la función escalón h(t). Un solo punto no es importante en la
integración, luego

ĺım
n→∞

〈gn, x〉 =

∫ ∞
−∞

h(t)x(t) dt =
〈
h, x
〉

ĺım
n→∞

gn = h ,

de modo que gn también converge débilmente a h.
q.e.d.
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Caṕıtulo 6

Distribuciones y transformada de
Fourier

versión 10 septiembre 2007

En este caṕıtulo extenderemos la definición de transformada de Fourier al espacio de dis-
tribuciones. Lo haremos de modo análogo a la derivada de una distribución, la cual definimos
en términos de la derivada de funciones.

Sea f ∈ S. Sabemos que F{f, k} ∈ S.

Definición 6.1 Transformada de Fourier de un funcional.
Sea f ∈ S ∗ el funcional asociado a f . Definimos F{f} ∈ S ∗ por:

F{f, k} = F{f, k} .

Podemos demostrar entonces que la transformada de Fourier de un funcional, equivale a
tomar la transformada de Fourier de la función de prueba:

Proposición 6.1
〈
F{f}, x

〉
=
〈
f,F{x}

〉
Demostración〈

F{f}, x
〉

=

∫ ∞
−∞

dkF{f, k}x(k) =

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
−∞

dt
1√
2π
f(t)eiktx(k)

=

∫ ∞
−∞

dt f(t)
1√
2π

∫ ∞
−∞

dk x(k)eikt =

∫ ∞
−∞

dt f(t)F{x, t}

=
〈
f,F{x}

〉
.

q.e.d.

Esta proposición motiva la siguiente definición.

Definición 6.2 Transformada de Fourier de una distribución. Sea ϕ ∈ S ∗ y x ∈ S arbitrario.
Definimos

〈F{ϕ}, x〉 = 〈ϕ,F{x}〉 (6.1)

83
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Proposición 6.2 Si ϕ ∈ S ∗, entonces F{ϕ} ∈ S ∗.

Demostración

a) Linealidad.

〈F{ϕ}, αx+ βy〉 = 〈ϕ,F{αx+ βy}〉 = α 〈ϕ,F{x}〉+ β 〈ϕ,F{y}〉
= α 〈F{ϕ}, x〉+ β 〈F{ϕ}, y〉 .

b) Sea xn
!−−−−→

n−→∞
x. Entonces

ĺım
n−→∞

〈F{ϕ}, xn − x〉 = ĺım
n−→∞

〈ϕ,F{xn − x}〉 .

Puesto que ϕ ∈ S ∗ y F{xn − x}
!−−−−→

n−→∞
0,

ĺım
n−→∞

〈F{ϕ}, xn − x〉 =
〈
ϕ, ĺım

n−→∞
F{xn − x}

〉
=

〈
ϕ,

1√
2π

ĺım
n−→∞

∫ ∞
−∞

[xn(t)− x(t)]eiωt dt

〉
=

〈
ϕ,

1√
2π

∫ ∞
−∞

ĺım
n−→∞

[xn(t)− x(t)]eiωt dt

〉
=
〈
ϕ,F{ ĺım

n−→∞
(xn − x)}

〉
=
〈
F{ϕ}, ĺım

n−→∞
(xn − x)

〉
.

Por lo tanto F{ϕ} ∈ S ∗.
q.e.d.

Ejemplos

1) La delta δ. Sea x ∈ S arbitrario. Entonces

〈F{δ}, x〉 = 〈δ,F{x}〉 =

〈
δ,

1√
2π

∫ ∞
−∞

eistx(t) dt

〉
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

x(t) dt =

∫ ∞
−∞

1√
2π
x(t) dt =

〈
1√
2π
, x

〉
.

Luego

F{δ} =
1√
2π

. (6.2)
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2) La derivada de la delta δ′. Sea x ∈ S arbitrario.

〈F{δ′}, x〉 = 〈δ′,F{x}〉 =

〈
δ′,

1√
2π

∫ ∞
−∞

eistx(t) dt

〉
= − d

ds

[
1√
2π

∫ ∞
−∞

eistx(t) dt

]∣∣∣∣
s=0

= − 1√
2π

∫ ∞
−∞

x(t)
∂

∂s
eist dt

∣∣∣∣
s=0

= − 1√
2π

∫ ∞
−∞

x(t)iteist
∣∣∣∣
s=0

dt = − 1√
2π

∫ ∞
−∞

x(t)it dt

=

∫ ∞
−∞

−it√
2π
x(t) dt =

〈
−it√

2π
, x

〉
.

Entonces

F{δ′} =
(−it)√

2π
. (6.3)

3) En general,

F{δ(n)} =
(−it)n√

2π
. (6.4)

Definición 6.3 Antitransformada de Fourier en S ∗. Definimos la antitransformada de Fourier
de una distribución ϕ ∈ S ∗ como〈

F−1{ϕ}, x
〉

=
〈
ϕ,F−1{x}

〉
∀x ∈ S (6.5)

Proposición 6.3 Si ϕ ∈ S ∗, entonces

FF−1{ϕ} = F−1F{ϕ} = ϕ . (6.6)

(Vale decir, se tiene un teorema de reciprocidad, análogamente al que encontramos en el
espacio de funciones S.)

Demostración〈
FF−1{ϕ}, x

〉
=
〈
F−1{ϕ},F{x}

〉
=
〈
ϕ,F−1F{x}

〉
= 〈ϕ, x〉 .

q.e.d.

Como en el caso de funciones en S, se cumplen las siguientes dos proposiciones.

Proposición 6.4 Si ϕ ∈ S ∗ es una distribución par, entonces

F{ϕ} = F−1{ϕ} . (6.7)
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Demostración

〈
F−1{ϕ}, x

〉
=
〈
ϕ,F−1{x}

〉
=

〈
ϕ,

1√
2π

∫ ∞
−∞

dt x(t)e−iωt
〉
.

Siendo ϕ par podemos cambiar ω por −ω:

〈
F−1{ϕ}, x

〉
=

〈
ϕ,

1√
2π

∫ ∞
−∞

dt x(t)eiωt
〉

= 〈ϕ,F{x}〉 = 〈F{ϕ}, x〉 ,

de modo que

F{ϕ} = F−1{ϕ}

si ϕ es una distribución par.

q.e.d.

Notemos entonces que si ϕ es una distribución par,

F{ϕ+ F{ϕ}} = F{ϕ}+ F{F−1{ϕ}} = F{ϕ}+ ϕ ,

lo cual nos dice que, para cualquier distribución par ϕ, la distribución ϕ + F{ϕ} es igual a
su transformada.

Proposición 6.5 Si ϕ ∈ S ∗ es una distribución impar, entonces

F{ϕ} = −F−1{ϕ} .

Demostración Ejercicio.

Ejemplo Sea f(t) = 1. f(t) es de crecimiento lento, luego f = 1 existe.

Consideremos F{f} = F{1}. Sabemos que, por ser δ una distribución par,

F−1{δ} = F{δ} =
1√
2π

,

luego
1√
2π
F{1} = δ . (6.8)

Entonces

1√
2π
F{1, ω} = δ(ω) , (6.9)

F{δ} =
1√
2π

. (6.10)
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Y puesto que de modo puramente simbólico escribimos

F{1, ω} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

1 · eiωt dt ,

F{δ} =
1√
2π

∫ ∞
−∞

δ(t)eiωt dt ,

obtenemos las expresiones (en rigor incorrectas):

δ(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiωt dt , (6.11)

1√
2π

∫ ∞
−∞

δ(t)eiωt dt =
1√
2π

. (6.12)

Observemos, sin embargo, que aun cuando la integral en el lado derecho de (6.11) no
existe en el sentido ordinario, uno puede escribir

1

2π

∫ ∞
−∞

eiωt dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

(cosωt+ i senωt) dt =
2

2π

∫ ∞
0

cosωt dt ,

donde hemos usado el valor principal de la integral de senωt:

P
∫ ∞
−∞

senωt dt = ĺım
K−→∞

∫ K

−K
senωt dt = 0 .

Y como la integral de Cesàro de cosωt es

∗∫ ∞
0

cosωt dt =

{
0 si ω 6= 0

∞ si ω = 0
,

encontramos una cierta consistencia con el resultado (6.11).

Análogamente a lo que ocurre en el espacio de funciones, se tiene el siguiente par de
proposiciones para derivadas de distribuciones:

Proposición 6.6 Sea ϕ ∈ S ∗. Entonces

(F{ϕ})(n) = F{(it)n ϕ} . (6.13)

Demostración 〈
(F{ϕ})(n), x

〉
= (−1)n

〈
F{ϕ}, x(n)

〉
= (−1)n

〈
ϕ,F{x(n)}

〉
= (−1)n 〈ϕ, (−it)nF{x}〉 =

〈
(it)n ϕ,F{x}

〉
=
〈
F{(it)n ϕ}, x

〉
.

Aśı

(F{ϕ})(n) = F{(it)n ϕ} ∈ S ∗ .

q.e.d.
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Proposición 6.7
F{ϕ(n)} = (−iω)nF{ϕ} . (6.14)

Demostración Ejercicio.

Observemos que si f es una función de crecimiento lento, entonces F{f}, considerada
como una función, no lo es necesariamente. Por ejemplo, f(t) = 1 es de crecimiento lento,
pero F{1} =

√
2π δ no lo es.

De hecho, cuando definimos la transformada de Fourier, exigimos que las funciones deca-
yeran suficientemente rápido, para asegurar convergencia de la integral. En (6.11), estamos
calculando la transformada de Fourier de una constante, que no decae a cero en infinito. En
general, (6.1) nos muestra que es posible calcular, en el sentido de distribuciones, la trans-
formada de Fourier de funciones que no sólo no decaen a cero, sino que divergen en infinito
(mientras sean de crecimiento lento y se les pueda asociar un funcional). Vale decir, ¡hemos
ampliado (en algún sentido), gracias al concepto de distribuciones, el espacio de funciones al
cual se le puede calcular la transformada de Fourier!

Por ejemplo, las funciones 1, t, t2, . . . , no tienen transformada de Fourier (no existe∫∞
−∞ | f |). Sin embargo, śı la tienen 1, t, t2, . . . , a saber:

F{itn} = (F{1})(n) =
√

2π δ(n) .

Por otro lado, continuando con el análisis de (6.11), sabemos que mientras más lento
decae una función en infinito, menos derivadas tiene la transformada de Fourier. Una función
que decae como x−2 tiene transformada de Fourier diferenciable, y una que decae como x−1

tiene transformada de Fourier que es sólo continua. Extrapolando, una función que “decae”
como x0 (i.e. una constante) debeŕıa tener como transformada de Fourier algo que sea, en
cierto sentido, “menos” que una función sólo continua. Quizás “discontinua” puede aparecer
como una solución posible, pero no puede serlo, ya que después de todo la transformada de
Fourier es una integral. El conflicto se “soluciona” saliendo del espacio de funciones, de modo
que funciones que tienden a una constante en infinito serán distribuciones.

Consideremos ahora la distribución δa tal que 〈δa, x(t)〉 = x(a). Entonces

〈F{δa}, x〉 = 〈δa,F{x, ω}〉 =

〈
δa,

1√
2π

∫ ∞
−∞

x(t)eiωt dt

〉
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

x(t)eiat dt =

〈
1√
2π
eiat, x

〉
,

es decir,

F{δa} =
1√
2π
eiat . (6.15)

Sustituyendo a por −a:

F{δ−a} =
1√
2π
e−iat .
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Luego

F{δa + δ−a} =
2√
2π

cos(at)

y

F{δa − δ−a} =
2i√
2π

sen(at) .

En consecuencia,

F{cos(at)} =

√
π

2
(δa + δ−a) = F−1{cos(at)} , (6.16)

F{sen(at)} = −i
√
π

2
(δa − δ−a) = −F−1{sen(at)} , (6.17)

donde hemos usado el hecho de que δa + δ−a es una distribución par y que δa− δ−a es impar.
En textos de F́ısica encontraremos las relaciones (6.16) y (6.17) en la forma:

F{cos(ω0t), ω} =

√
π

2
[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)] ,

F{sen(ω0t), ω} = −i
√
π

2
[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)] .

Vale decir, al graficar el espectro de frecuencias de cos(ω0t) tendŕıamos dos peaks, en ±ω0:

− ω0    ω0 ω

y en el caso de sen(ω0t) el peak en −ω0 seŕıa negativo:

   ω0

− ω0

ω
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Todo esto tiene mucho sentido, si lo consideramos desde el punto de vista f́ısico. La
transformada de Fourier da información acerca de qué modos de oscilación conforman una
perturbación dada de un sistema. Es decir, lo mismo que con series de Fourier, sólo que en
un dominio infinito. Pero ¿qué ocurre si la perturbación está dada por un único modo de
oscilación? Si se tratara de ondas sonoras, por ejemplo, ¿cuál debeŕıa ser la transformada de
Fourier de un tono puro? En este caso, como hay un único modo de oscilación, el soporte de
la transformada de Fourier debe ser un solo punto. Pero no podŕıa tener altura finita, pues
su antitransformada seŕıa cero (un solo punto no afecta la integral). Con lo que sabemos de
representaciones de la delta, nos damos cuenta que lo único que podŕıa ser la transformada
de un coseno o un seno es la distribución δ.

Terminemos este Caṕıtulo encontrando una representación útil para la delta. Considere-
mos la función “dientes de sierra”:

f(t) =


− 1

2π
(t+ π) −π ≤ t < 0

0 t = 0

− 1
2π

(t− π) 0 < t ≤ π

π− π

f  t(  )

t

1/2

−1/2

La función es periódica:

f(t+ 2mπ) = f(t) ∀ m ∈ Z .

Es pues expandible en una serie de Fourier impar:

f(t) =
∞∑
ν=1

bν sen(νt) ,

con

bν =
1

π

∫ π

−π
f(t′) sen(νt′) dt′ =

1

πν
,

entonces

f(t) =
1

π

∞∑
ν=1

sen(νt)

ν
.
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Consideremos la distribución asociada

f(t) =
1

π

∞∑
ν=1

(
sen(νt)

ν

)
,

y derivémosla:

(
f(t)

)′
=

1

π

∞∑
ν=1

(
sen(νt)

ν

)′
=

1

π

∞∑
ν=1

(
sen(νt)

ν

)′
=

1

π

∞∑
ν=1

cos(νt) .

Por otra parte, (
f(t)

)′
=

∞∑
n=−∞

δ2nπ −
1

2π

(la demostración queda como ejercicio), luego

1

π

∞∑
ν=1

cos(νt) =
∞∑

n=−∞

δ2nπ −
1

2π
,

es decir,

∞∑
n=−∞

δ2nπ =
1

2π
+

1

π

∞∑
ν=1

cos(νt) .

Restringiéndonos al intervalo [−π, π], encontramos la relación:

δ(t) =
1

2π
+

1

π

∞∑
ν=1

cos(νt) , t ∈ [−π, π] . (6.18)
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Caṕıtulo 7

Convolución de distribuciones

versión 28 septiembre 2009

7.1. Definiciones

Sean x, y ∈ S y sean x, y ∈ S ∗ sus funcionales asociados. Hemos definido

x+ y ≡ x+ y

y ′ ≡ y ′

F{y} ≡ F{y} .

En forma análoga, definiremos a continuación, el producto de convolución. Nos daremos cuen-
ta, sin embargo, de que no siempre existe el producto de convolución entre dos distribuciones
arbitrarias.

Definición 7.1 Producto de convolución de funcionales
Sea x ∗ y ∈ S y x ∗ y ∈ S ∗ el funcional asociado. Definimos el producto de convolución

de dos funcionales como
x ∗ y = x ∗ y . (7.1)

Evaluemos

〈y ∗ z, x〉 =

∫ ∞
−∞

[y ∗ z](s)x(s) ds =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

y(s− t)z(t) dt

]
x(s) ds

=

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

y(s− t)x(s) ds

]
z(t) dt .

Haciendo el cambio de variable u = s− t,

〈y ∗ z, x〉 =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

y(u)x(u+ t) du

]
z(t) dt =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x(u+ t)y(u)z(t) dt du

=

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

x(u+ t)z(t) dt

]
y(u) du =

∫ ∞
−∞

y(u) 〈z(t), x(u+ t)〉 du .

93
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La última igualdad tiene sentido sólo si la función de u 〈z(t), x(u+ t)〉 ∈ S. Si lo es, podemos
escribir.

〈y ∗ z, x〉 = 〈y(u), 〈z(t), x(u+ t)〉〉 .
El lado derecho es un número complejo, que se puede reescribir:

〈y ∗ z, x〉 =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

y(u)x(u+ t) du

]
z(t) dt =

∫ ∞
−∞

z(t) 〈y(u), x(u+ t)〉 dt

= 〈z(t), 〈y(u), x(u+ t)〉〉 .

Éste es otro número complejo, que tiene sentido sólo si la función de t 〈y(u), x(u+ t)〉 ∈ S.
Por lo tanto, resumiendo,

〈y ∗ z, x〉 = 〈y ∗ z, x〉 = 〈y(u), 〈z(t), x(u+ t)〉〉 = 〈z(t), 〈y(u), x(u+ t)〉〉 .

Falta demostrar que las igualdades última y penúltima tienen sentido.

Proposición 7.1 Si x, z ∈ S entonces 〈z(t), x(u+ t)〉 ∈ S(u).

Demostración Sabemos que si x, z ∈ S entonces:

ĺım
t→±∞

tmx(n)(t) = 0 y ĺım
t→±∞

tmz(n)(t) = 0 , ∀m y n ∈ N .

Definamos

g(u) ≡ 〈z(t), x(u+ t)〉 =

∫ ∞
−∞

z(t)x(u+ t) dt .

Tomemos las derivadas de g(u):

g′(u) =

∫ ∞
−∞

z(t)x′(u+ t) dt

...

g(n) =

∫ ∞
−∞

z(t)x(n)(u+ t) dt .

Luego g es infinitamente diferenciable. Ahora consideremos el ĺımite

ĺım
|u |→∞

[
umg(n)(u)

]
=

∫ ∞
−∞

z(t) ĺım
|u |→∞

[
umx(n)(u+ t)

]
dt = 0 ∀n,m ∈ N .

Luego g(u) ∈ S.
q.e.d.

Definición 7.2 Producto de convolución entre una distribución y un funcional asociado a una
función

Sean ϕ ∈ S ∗, f ∈ S. Definimos

[ϕ ∗ f ](u) = 〈ϕt, f(u− t)〉 =

∫ ∞
−∞

ϕ(t)f(u− t) dt ,
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usando la notación como funciones. Esta definición es consistente con los resultados anteriores.〈
ϕ ∗ f, x

〉
=

∫ ∞
−∞

[ϕ ∗ f ](u)x(u) du

=

∫ ∞
−∞

du x(u)

∫ ∞
−∞

ϕ(t)f(u− t) dt

=

∫ ∞
−∞

dt ϕ(t)

∫ ∞
−∞

x(u)f(u− t) du

=

∫ ∞
−∞

dt ϕ(t)

∫ ∞
−∞

x(v + t)f(v) dv

=

∫ ∞
−∞

dt ϕ(t)
〈
f(v), x(v + t)

〉
=

〈
ϕ(t),

〈
f(v), x(v + t)

〉〉
.〈

f(v), x(v + t)
〉

no necesariamente pertenece a S si f es de crecimiento lento, que es lo que

se necesita para que la última expresión tenga sentido. Por ejemplo, si f = 1,〈
f(v), x(v + t)

〉
=

∫ ∞
−∞

x(v + t) dv =

∫ ∞
−∞

x(u) du = cte 6∈ S .

Sin embargo, al menos es una función infinitamente derivable. El problema anterior se pre-
senta por supuesto también cuando se trata de dos distribuciones arbitrarias.

Definición 7.3 Producto de convolución de distribuciones Sean ϕ, ψ ∈ S ∗. Si 〈ψ(t), x(t+ u)〉 ∈
S(u) ∀x ∈ S, se define ϕ ∗ ψ como:

〈ϕ ∗ ψ, x〉 ≡ 〈ϕ(u), 〈ψ(t), x(u+ t)〉〉 .

Si además 〈ϕ(t), x(u+ t)〉 ∈ S(t), entonces también existe ψ ∗ ϕ.

Proposición 7.2 (Sin demostración)
Una condición suficiente para que valga 〈ψ(t), x(t+ u)〉 ∈ S(u), es que ψ tenga soporte

finito.

7.2. Propiedades de la convolución de distribuciones

En el Cap. 4 establecimos algunas propiedades del producto de convolución entre fun-
ciones, y de hecho mostramos que {S,+, ∗} es un anillo conmutativo, pero no unitario (no
existe elemento neutro). Revisemos las mismas propiedades, ahora para distribuciones.

1) ¿Conmutatividad?
No, sólo en algunos casos ϕ ∗ ψ y ψ ∗ ϕ existen ambas.

2) ¿Asociatividad?
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Śı. Sean ϕ, ψ, χ ∈ S ∗, con

〈ψ(u), y(u+ t)〉 ∈ S(t) y 〈χ(t), x(u+ t)〉 ∈ S(u) ∀x, y ∈ S ,

entonces

〈(ϕ ∗ ψ) ∗ χ, x〉 = 〈(ϕ ∗ ψ)(u), 〈χ(t), x(t+ u)〉〉
= 〈ϕ(v), 〈ψ(u), 〈χ(t), x(t+ u+ v)〉〉〉 .

Por otra parte,

〈ϕ ∗ (ψ ∗ χ), x〉 = 〈ϕ(v), 〈ψ ∗ χ(u), x(u+ v)〉〉
= 〈ϕ(v), 〈ψ(u), 〈χ(t), x(t+ u+ v)〉〉〉 ,

luego
ϕ ∗ (ψ ∗ χ) = (ϕ ∗ ψ) ∗ χ = ϕ ∗ ψ ∗ χ .

3) ¿Distributividad?
Śı. Sean ϕ, ψ, χ ∈ S ∗, con 〈χ(t), x(t+ u)〉 ∈ S(u) ∀x ∈ S, entonces

〈(ϕ+ ψ) ∗ χ, x〉 = 〈(ϕ+ ψ)(u), 〈χ(t), x(t+ u)〉〉
= 〈ϕ(u), 〈χ(t), x(t+ u)〉〉+ 〈ψ(u), 〈χ(t), x(t+ u)〉〉
= 〈ϕ ∗ χ, x〉+ 〈ψ ∗ χ, x〉 = 〈ϕ ∗ χ+ ψ ∗ χ, x〉 .

4) La δ es elemento neutro derecho:

〈ϕ ∗ δ, x〉 = 〈ϕ(u), 〈δ(t), x(t+ u)〉〉 = 〈ϕ(u), x(u)〉 = 〈ϕ, x〉 ,

por lo tanto, ∀ϕ ∈ S ∗, tenemos
ϕ ∗ δ = ϕ (7.2)

5) Papel de δ′ como factor derecho:

〈ϕ ∗ δ′, x〉 = 〈ϕ(u), 〈δ′(t), x(t+ u)〉〉 = −〈ϕ, x′〉 = 〈ϕ′, x〉 .

Luego podemos escribir, ∀ϕ ∈ S ∗,
ϕ ∗ δ′ = ϕ′ (7.3)

Vale decir, la derivación es un caso particular de la convolución.

6) δa como factor derecho

〈ϕ ∗ δa, x〉 = 〈ϕ(u), 〈δ(t− a), x(t+ u)〉〉 = 〈ϕ(u), x(a+ u)〉 .

Sea f ∈ S y f ∈ S ∗ su funcional asociado. Entonces〈
f ∗ δa, x

〉
=
〈
f(u), x(a+ u)

〉
=
〈
f(u− a), x(u)

〉
.
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Es decir, si f ∈ S ∗, escribimos:

f ∗ δa = f(t− a) (7.4)

El desplazamiento es un caso particular de la convolución.

7) El producto de deltas:

〈δa ∗ δb, x〉 = 〈δ(u− a), 〈δ(t− b), x(t+ u)〉〉 = 〈δ(u− a), x(b+ u)〉 = x(a+ b) = 〈δa+b, x〉 .

Luego
δa ∗ δb = δa+b (7.5)

8) Existen divisores del cero. Sea C una función constante en un intervalo finito y cero en el
resto.

C ∗ δ′ = C ′ = C ′ = 0 = 0 ,

o sea que se tiene ϕ ∗ ψ = 0 sin que ϕ = 0 ni ψ = 0. Consecuencia de lo anterior es que si α,
β, γ ∈ S ∗, las ecuaciones

α ∗ (β − γ) = 0 o α ∗ β = α ∗ γ 6⇒ β = γ ,

aun si α 6= 0,

9) Las ecuaciones α∗β = ψ o β ∗α = ψ pueden tener más de una solución α para β, ψ dados.
Por ejemplo, para β = δ′ y ψ = 0 la ecuación α ∗ β = ψ tiene como soluciones α = 0, α = C
entre otras.

Las propiedades revisadas en esta sección muestran que, a diferencia de lo que ocurre en el
espacio de funciones, el producto de convolución de distribuciones śı tiene un elemento neutro
(δ), es decir, {S ∗,+, ∗} tiene estructura de anillo unitario. Por otra parte, en el Cap. 4 vimos
que la convolución se puede interpretar como una medida del traslape entre dos funciones.
Ahora, sin embargo, vemos que dos importantes operaciones sobre funciones (la derivación
y la traslación), no son sino casos particulares de convolución. De hecho, las propiedades de
grupo de la traslación (es decir, la propiedad de que la composición de dos traslaciones es
otra traslación), se derivan simplemente de la conmutatividad de la suma de números reales
[ver (7.5)].

7.3. Uso de convolución en F́ısica

Consideremos el siguiente circuito:

V

A

Dispositivo
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V Mide la fem e(t) aplicada al dispositivo. Esto corresponde al “est́ımulo” o “excitación”
que perturba el sistema.

A Mide la corriente i(t) que circula por el sistema. Ésta corresponde a la “respuesta” del
sistema frente a lo que lo perturba.

En este problema f́ısico, si conocemos la fem e(t), nos interesa determinar la respuesta
i(t) para todo t.

Esperamos, intuitivamente, que se satisfagan las siguientes propiedades:

i Si e(t) = 0 para t < t1, entonces i(t) = 0 para t < t1. (Causalidad.)

ii Si a las excitaciones e1,2(t) les corresponden respuestas i1,2(t), entonces a una excitación
α e1(t) + β e2(t) le corresponde una respuesta α i1(t) + β i2(t). (Linealidad.)

iii Si a la excitación e(t) le corresponde la respuesta i(t), entonces a e(t− a) le corresponde
i(t− a). (Desplazamiento.)

iv Si a la excitación en(t) le corresponde la respuesta in(t), entonces a ĺım
n→∞

en(t) le corres-

ponde ĺım
n→∞

i(t). (Continuidad.)

Si consideramos ahora tanto al est́ımulo e(t) como a la respuesta i(t), como elementos
de un espacio vectorial, podemos pensar las propiedades anteriores como que debe existir
un cierto operador que asigna a cada función e(t) una función i(t), y este operador debe ser
lineal (propiedad ii), conmutar con las traslaciones en el tiempo (propiedad iii) y ser continuo
(propiedad iv). En el caso de la propiedad iv, el ĺımite debe ser entendido en el sentido de
distribuciones (lo cual no es evidente ahora, pero debeŕıa serlo más adelante). Lo anterior
sugiere el siguiente teorema:

Teorema 7.1 Sea la distribución G(t) la respuesta a la excitación δ(t). (Esto corresponde a
una excitación “percusional”, nula para todo tiempo salvo en el instante t = 0.) Entonces la
respuesta ı a cualquier excitación e(t) se obtiene por el producto de convolución

ı = G ∗ e . (7.6)

Aśı pues, basta conocer la respuesta de un sistema (cualquier sistema con las premisas ante-
riores, esperables para un sistema f́ısico) a un est́ımulo elemental, para conocer la respuesta
del sistema a cualquier otro est́ımulo, a través del producto de convolución. Situaciones simi-
lares se presentan en otros problemas f́ısicos: basta conocer el campo eléctrico producido por
una carga puntual para saber el campo eléctrico producido por una distribución arbitraria
de carga.

A continuación damos las ĺıneas generales de una eventual demostración del anterior
teorema.

i. Si e = δ entonces ı = G = G ∗ δ = G ∗ e.

ii. Si e = δb = δb(t) = δ(t− b) entonces ı = G(t− b) = G(t) ∗ δ(t− b) = G ∗ δb = G ∗ e.
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iii. Si e =
∑
ν

ανδtν (t) =
∑
ν

ανδ(t− tν) entonces la respuesta será, usando las propiedades

del sistema, ı =
∑

ν ανGν(t− tν) =
∑

ν ανG(t) ∗ δ(t− tν) = G(t) ∗ e(t) = G ∗ e.

iv. Sea e(t) nula para t < t0, de crecimiento lento, seccionalmente continua y derivable, de
modo que e ∈ S ∗ existe.

〈e, x〉 =

∫ ∞
−∞

e(t)x(t) dt = ĺım
N→∞

N∑
ν

ανx(tν) =

〈
ĺım
N→∞

N∑
ν

ανδ(t− tν), x

〉
.

Si e(t) = ĺım
N→∞

N∑
ν

ανδ(t− tν), existe la esperanza de que esto permita expresar toda la

respuesta de la forma

ı(t) = ĺım
N→∞

N∑
ν

ανG(t− tν) = G(t) ∗ ĺım
N→∞

N∑
ν

ανδ(t− tν) = G ∗ e .

7.4. Función de Green de un operador diferencial

En la sección anterior hemos mostrado que, para un problema f́ısico lineal, pero por lo
demás arbitrario, basta encontrar la respuesta a un est́ımulo puntual para conocer la respuesta
a un est́ımulo arbitrario. Nosotros ya hemos encontrado situaciones aśı en F́ısica. Por ejemplo,
basta conocer el potencial electrostático debido a una carga puntual para conocer el potencial
debido a una distribución de carga arbitraria. De hecho, esto ya lo hab́ıamos comentado en
relación con el producto de convolución (ver pág. 49). Ahora hemos aprendido que dicha
técnica es aplicable a cualquier sistema f́ısico lineal.

Por otra parte, sabemos que el potencial electrostático es solución de la ecuación de
Poisson

∇2φ(~r ) = −4πρ(~r ) . (7.7)

Representando una carga puntual como una delta de Dirac, ρ(~r ) = δ(~r), entonces se sigue
que la función G antes descrita debe ser solución de:

∇2G(~r ) = −4πδ(~r ) . (7.8)

Es decir, la función G es aquella (única) función que es solución de la ecuación de Pois-
son, pero cuando la distribución de carga es una delta. El teorema de la sección anterior
nos asegura que basta con resolver (7.8) para conocer la solución de (7.7), para cualquier
distribución de carga.

En el caso electrostático, sabemos que el problema f́ısico va a involucrar resolver una
ecuación diferencial, donde el operador diferencial es el laplaciano. Para un problema f́ısico
arbitrario, será algún otro operador, que llamaremos L. En ese caso, en vez de la distribución
de carga, en el lado derecho de (7.7) tendremos alguna otra cantidad f́ısica, que llamaremos
f(t).

El problema general corresponde entonces a resolver la ecuación diferencial

Lφ(t) = f(t) . (7.9)
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L corresponderá al Laplaciano d2

dt2
para un problema electrostático, a d2

dt2
+ω2 para un oscilador

armónico, etc. Para un problema en más de una dimensión, el Laplaciano será d2

dx2 + d2

dy2 ; o

podŕıamos tener una ecuación de ondas, en cuyo caso L = d2

dx2 − 1
v2

d2

dt2
. Como L es lineal,

existen técnicas generales, sistemáticas, para resolver el problema homogéneo asociado a (7.9),

Lφ(t) = 0 . (7.10)

La solución al problema f́ısico general será una superposición de la solución general al pro-
blema homogéneo (7.10), y una solución particular del problema inhomogéneo (7.9). Pero,
¿cómo encontrar esta solución particular, que nos permite resolver el problema completo?

Ahora tenemos la respuesta: basta con resolver el problema con una inhomogeneidad
puntual :

LG(t) = δ(t) . (7.11)

A la solución de esta ecuación se le llama la función de Green del operador diferencial L.
Una vez hallada la función de Green, la solución del problema general (7.9) será simple-

mente el producto de convolución entre la función de Green y la inhomogeneidad f(t) (es
decir, el est́ımulo no puntual):

φ(t) = [G ∗ f ](t) . (7.12)

La función de Green, entonces, nos da una manera sistemática de encontrar la solución
particular de la ecuación inhomogénea (7.9), y aśı resolver un problema f́ısico con un est́ımulo
arbitrario. Todo, por supuesto, mientras el operador diferencial subyacente sea lineal.

Usando la notación integral para distribuciones, es fácil darse cuenta de que (7.12) es una
solución particular de (7.9), sustituyéndola directamente en ella. En efecto, se tendrá

Lφ(t) = L[G ∗ f ](t) = L

∫ ∞
−∞

dxG(t− x)f(x) dx =

∫ ∞
−∞

dxLG(t− x)f(x) dx

Como el operador L actúa sólo sobre la variable t, usando (7.11) se tiene

Lφ(t) =

∫ ∞
−∞

dx δ(t− x)f(x) = f(t) ,

que es precisamente (7.9).
De ahora en adelante, usando el concepto de función de Green, tenemos un modo sis-

temático de resolver ecuaciones diferenciales lineales inhomogéneas, es decir, de encontrar la
respuesta de sistemas f́ısicos a est́ımulos arbitrarios.



Caṕıtulo 8

La función Gamma

versión 5 octubre 2009

En numerosos problemas en F́ısica, tales como la normalización de la función de onda
de Coulomb y en el cómputo de probabilidades en mecánica estad́ıstica, aparece la función
Gamma. Una razón por la cual esto sucede es porque problemas de combinatoria normalmente
involucrarán el cálculo de un factorial y, como veremos, la función Gamma es la generalización
del factorial a números complejos arbitrarios. Pero además, la función Gamma resulta estar
relacionada con muchas otras funciones especiales en F́ısica, y ello hace que esta función
esté presente en numerosas aplicaciones. Todo esto hace que su estudio sea relevante, lo que
haremos en este caṕıtulo en forma somera.

8.1. La función factorial

Consideremos la integral: ∫ ∞
0

e−αx dx = − 1

α
e−αx

∣∣∣∣∞
0

=
1

α
.

Derivando n veces respecto a α ambos lados de esta expresión:∫ ∞
0

xne−αx dx =
n!

αn+1
.

Poniendo α = 1 encontramos una expresión integral para la función factorial:

n! =

∫ ∞
0

xne−x dx , n = 1, 2, 3. . .

A partir de este resultado podemos extender la función factorial para n = 0:

0! =

∫ ∞
0

e−x dx = −e−x
∣∣∣∣∞
0

= 1 .

Aśı, tenemos en general,

n! =

∫ ∞
0

xne−x dx , n = 0, 1, 2. . . (8.1)

101
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8.2. La función Gamma

Definimos la función Gamma por:

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−t dt , Re z > 0 . (8.2)

Vale decir, es una generalización de la función factorial para números complejos con parte
real positiva.

Observemos que:

Cuando t→∞, la función e−t domina cualquier potencia. Cuando t→ 0, | e−ttz−1 | ∼
tRe(z)−1, de modo que la condición Re z > 0 (es decir, Re(z)− 1 > −1 es necesaria para
la convergencia de la integral).

Para el caso Re z ≤ 0 la integral diverge y no puede usarse para definir Γ(z). Más
adelante veremos qué hacer con este caso.

La función Γ(z) es continua (si Re z > 0). Además, es fácil ver (al menos formalmente)
que, para Re z > 0,

Γ′(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1 ln t dt , (8.3)

Γ′′(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1(ln t)2 dt , (8.4)

etc. Se puede demostrar que Γ(z) es infinitamente diferenciable si Re z > 0.

8.2.1. Relación con la función factorial

De la definición de la función Gamma (8.2), se tiene

Γ(n+ 1) =

∫ ∞
0

tne−t dt = n! , si n ∈ N. (8.5)

8.2.2. Relación de recurrencia

Integrando por partes (8.2),

Γ(z + 1) = −tze−t
∣∣∣∣∞
0

−
∫ ∞

0

(
−e−t

)
ztz−1 dt = z

∫ ∞
0

e−ttz−1 dt = zΓ(z) ,

luego

Γ(z + 1) = zΓ(z) (8.6)

Notemos que, en particular, si n ∈ N,

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n · (n− 1)Γ(n− 1) = · · · = n! ,

pues Γ(1) = 1.
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8.2.3. Función Gamma de números negativos

Ya observamos que la expresión integral (8.2) no es adecuada para su extensión a números
negativos. Sin embargo, ello śı es posible a través de la relación de recurrencia (8.6). En efecto,
notemos que podemos escribir Γ(z) = Γ(z + 1)/(z + 1), pero también podŕıamos escribir
Γ(z) = Γ(z + 2)/[(z + 2)(z + 1)], y aśı sucesivamente. De hecho, si z 6= 0, −1, −2, . . . , la
expresión

Γ(z + n)

(z + n− 1)(z + n− 2) · · · (z + 1)z

está bien definida para todo n ∈ N suficientemente grande (Re(z) +n > 0). Además su valor
es independiente de n, pues

Γ(z + n+m)

(z + n+m− 1)(z + n+m− 2) · · · (z + 1)z
=

Γ(z + n)(z + n+m− 1) · · · (z + n)

(z + n+m− 1) · · · (z + n)(z + n− 1) · · · z

=
Γ(z + n)

(z + n− 1) · · · (z + 1)z
.

De lo anterior, nos convencemos de que podemos definir Γ(z) para todo z diferente de 0, −1,
−2, . . . , por medio de

Γ(z) =
Γ(z + n)

(z + n− 1)(z + n− 2) · · · (z + 1)z
, n ∈ N y Re(z) + n > 0 , (8.7)

Por ejemplo,

Γ(−1.5) =
1

−1.5
Γ(−0.5) =

1

−1.5

1

−0.5
Γ(0.5) .

La expresión (8.7) no es válida para enteros negativos. De hecho, podemos mostrar que
la función Gamma es singular en dichos puntos. En efecto, observemos que si z = −m + ε,
con m ∈ N y ε < 1, la ecuación (8.7) nos dice (con n = m+ 1) que

Γ(z) =
Γ(ε+ 1)

ε(ε− 1)(ε− 2) · · · (ε−m)
∼ (−1)m

m! ε
cuando ε→ 0.

Entonces, en todos los puntos z = 0, −1, −2, . . . , Γ(z) tiene polos simples, y el residuo en el
polo z = −m es (−1)m/m!.

Más adelante veremos que Γ′(1) = −γ, donde γ es la constante de Euler-Mascheroni.
Entonces, cuando z → 0, Γ(1 + z) = 1− γz + · · · , y con esto

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
=

1

z
− γ + · · · , cuando z → 0.

8.2.4. Algunos resultados

(a) Evaluemos Γ(1/2). De la definición (8.2),

Γ(1/2) =

∫ ∞
0

1√
t
e−t dt .
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Con el cambio de variables t = y2,

Γ(1/2) = 2

∫ ∞
0

e−y
2

dy .

Entonces

[Γ(1/2)]2 = 4

(∫ ∞
0

e−y
2

dy

)(∫ ∞
0

e−x
2

dx

)
= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(x2+y2) dx dy .

Reescribiendo la integral en coordenadas polares,

[Γ(1/2)]2 = 4

∫ ∞
0

∫ π/2

0

e−r
2

r dr dθ = 4
π

2

∫ ∞
0

e−r
2

r dr = 2π

(
−1

2
e−r

2

)∣∣∣∣∞
0

= 2π

(
1

2

)
.

Luego

Γ(1/2) =
√
π . (8.8)

(b) Para todo z 6∈ Z se verifica que

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
. (8.9)

La demostración la veremos más adelante. Esta expresión nos indica que la función
Gamma tiene una estrecha (inesperada, dada la manera en que la introducimos) relación
con las funciones trigonométricas.

(c) La fórmula de duplicación de Legendre dice que

Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
. (8.10)

La demostración la veremos más adelante.

8.3. Función Beta

8.3.1. Definición

Definimos la función Beta por:

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1 dt , Re p > 0, Re q > 0 (8.11)

Con el cambio de variables τ = 1− t se puede demostrar que

B(p, q) = B(q, p) . (8.12)
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Otras formas de expresar B(p, q), con los cambios de variable t = cos2 θ y t = r/(1 + r)
respectivamente, son:

B(p, q) = 2

∫ π/2

0

(sen θ)2q−1(cos θ)2p−1 dθ , (8.13)

B(p, q) =

∫ ∞
0

rp−1

(1 + r)p+q
dr . (8.14)

La función Beta se relaciona con la función Gamma a través de la expresión:

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
. (8.15)

Demostración Ejercicio.

8.3.2. Otras relaciones entre las funciones Beta y Gamma

En esta sección volveremos sobre los dos resultados pendientes de la sección 8.2.4, esto
es, las ecuaciones (8.9) y (8.10).

Para demostrar el resultado (8.9) primero notamos que, con la ayuda de (8.15), B(z, 1−
z) = Γ(z)Γ(1− z). Ahora, por (8.14), lo que tenemos es

Γ(z)Γ(1− z) =

∫ ∞
0

wz−1

1 + w
dw ,

con 0 < Re z < 1 (por la definición de Beta).
Notemos que la función wz−1/(1 +w), con z fijo y tal que 0 < Re z < 1, tiene un polo en

w = −1. Además, como la función es multivaluada, consideraremos, en el primer cuadrante
del plano complejo, que

wz−1 = e(z−1) lnw .

Aqúı, lnw es real. Consideremos ahora el camino cerrado C que muestra la figura:

C 3

C 2

C 1
C 4

C = C  + C  + C  + C1 2 3 4

x

R
ε

y

Entonces ∫
C

wz−1

1 + w
dw = −2πieiπz ,
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pues el residuo en w = −1 es wz−1 (ejercicio). También quedará como ejercicio demostrar
que

ĺım
ε→0
R→∞

∫
C1

wz−1

1 + w
dw =

∫ ∞
0

wz−1

1 + w
dw ,

ĺım
ε→0
R→∞

∫
C2

wz−1

1 + w
dw = −e2iπz

∫ ∞
0

wz−1

1 + w
dw ,

ĺım
R→∞

∫
C3

wz−1

1 + w
dw = 0 ,

ĺım
ε→0

∫
C4

wz−1

1 + w
dw = 0 ,

es decir, demuestre que

ĺım
ε→0
R→∞

∫
C1

wz−1

1 + w
dw = (1− e2iπx)

∫ ∞
0

wz−1

1 + w
dw .

De este modo, se obtiene que

Γ(z)Γ(1− z) =
−2iπeiπz

1− e2iπz
=

π

sen(πz)

si 0 < Re z < 1. Por otro lado,

Γ(z + 1)Γ(−z) = zΓ(z)
Γ(−z + 1)

(−z)

= −Γ(z)Γ(1− z)

= − π

sen(πz)

si 0 < Re z < 1, de modo que

Γ(z)Γ(1− z) = − π

sen(πz + π)
=

π

sen(πz)

si 1 < Re z < 2. Aśı, entonces,

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
, Re z 6∈ Z .

Para demostrar la fórmula de duplicación de Legendre (8.10), primero notemos que ésta
es equivalente a

Γ

(
1

2

)
Γ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
[donde hemos usado el resultado (8.8)], lo cual es equivalente a

Γ(1/2)Γ(z)

Γ(z + 1/2)
= 22z−1 [Γ(z)]2

Γ(2z)
.
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De este modo, por la expresión (8.15), lo que tenemos que demostrar es

B(1/2, z) = 22z−1B(z, z) .

Pero con el cambio de variable t = (x+ 1)/2 en la definición de la función Beta (8.11),

B(z, z) =

∫ 1

−1

(
1 + x

2

)z−1(
1− x

2

)z−1
dx

2
=

2

22z−1

∫ 1

0

(1− x2)z−1 dx ,

mientras que, con el cambio de variable t = x2,

B(1/2, z) = 2

∫ 1

0

(1− x2)z−1 dx .

De este modo, con las dos ecuaciones anteriores, terminamos de obtener lo buscado, esto es

Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
.

8.4. Notación doble factorial

A veces, en problemas de combinatoria, es necesario utilizar el doble factorial , que se
define como el producto de los n primeros enteros impares o pares:

(2n+ 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n+ 1) , (8.16)

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · · · (2n) . (8.17)

Claramente

(2n)!! = 2nn! , (8.18)

(2n+ 1)!! =
(2n+ 1)!

2nn!
. (8.19)

8.5. Fórmula de Stirling

Ya hemos comentado que, en problemas de combinatoria, t́ıpicamente aparecerá la fun-
ción Gamma. La respuesta es que el factorial tiene relación con el número de modos de
ordenar N elementos. Nos podemos dar cuenta, entonces, que si queremos estudiar un siste-
ma de muchas part́ıculas (un gas, una galaxia, etc.), y concentrarnos sólo en sus propiedades
“globales”, termodinámicas (temperatura, presión, etc.), ninguna de esas propiedades de-
beŕıa depender de el orden exacto en que se encuentren las part́ıculas que lo constituyen.
Por tanto, debeŕıamos esperar que dichas propiedades termodinámicas involucren, de algún
modo, un factorial. Pero el gas en una pieza o una galaxia contienen una gran cantidad de
part́ıculas, y seŕıa entonces, deseable, disponer de una expresión asintótica para N !, cuando
N es muy grande. Además, el cálculo numérico de un factorial de tal magnitud involucraŕıa
una cantidad de recursos computacionales excesiva, y ésta es otra razón por lo cual dicha
aproximación seŕıa interesante.
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Dicha aproximación se conoce como fórmula de Stirling , y a continuación damos una idea
de la demostración.

Deseamos encontrar una expresión asintótica para Γ(x) para x grande. Consideremos

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

txe−t dt =

∫ ∞
0

ex ln t−t dt .

Con el cambio de variables t = x+ r
√
x, obtenemos

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
−
√
x

ex ln(x+r
√
x )−x−r

√
x
√
x dr .

Para x grande, se tiene

ln(x+ r
√
x ) = ln x+ ln

(
1 +

r√
x

)
−−−→
x→∞

lnx+
r√
x
− r2

2x
+ · · · .

De este modo,

Γ(x+ 1) −−−→
x→∞

∫ ∞
−
√
x

ex lnx+r
√
x−r2/2−x−r

√
x
√
x dr

= ex lnx−x√x
∫ ∞
−
√
x

e−r
2/2 dr

= xxe−x
√
x

(∫ ∞
−∞

e−r
2/2 dr −

∫ −√x
−∞

e−r
2/2 dr

)
−−−→
x→∞

xxe−x
√
x
(√

2π − 0
)
,

obteniendo aśı la fórmula de Stirling :

Γ(x+ 1) −−−→
x→∞

xxe−x
√

2πx (8.20)

Con más trabajo es posible encontrar la expansión asintótica de Γ(x+ 1):

Γ(x+ 1) −−−→
x→∞

xxe−x
√

2πx

(
1 +

1

12x
+

1

288x2
+ · · ·

)
. (8.21)

Con la ayuda de la fórmula de Stirling encontraremos una forma alternativa de definir la
función Gamma, pero sólo mostraremos un sentido de la demostración. Directamente de la
fórmula de Stirling, para un x fijo y con y →∞,

Γ(x+ y)

Γ(y)
∼

(x+ y)x+ye−(x+y)
√

2π(x+ y)

yye−y
√

2πy
∼ yx

(
1 +

x

y

)x+y

e−x ,

pero como (
1 +

x

y

)x+y

=

(
1 +

x

y

)x(
1 +

x

y

)y
∼ ex ,
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se tiene

Γ(x+ y)

Γ(y)
∼ yx,

Por otro lado, si n ∈ N, entonces

Γ(x+ n)

Γ(n)
=

(x+ n− 1)(x+ n− 2) · · · (x+ 1)xΓ(x)

(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1

=

(
1 +

x

n− 1

)(
1 +

x

n− 2

)
· · ·
(

1 +
x

1

)
xΓ(x) .

Si en la ecuación anterior se toma el ĺımite n→∞ resulta que

nx ∼
(

1 +
x

n− 1

)(
1 +

x

n− 2

)
· · ·
(

1 +
x

1

)
xΓ(x) ,

es decir,
1

Γ(x)
∼ x(1 + x) · · ·

(
1 +

x

n− 2

)(
1 +

x

n− 1

)
n−x , n→∞ .

Recordando que la constante de Euler-Mascheroni γ se define como

γ = ĺım
s→∞

(
s∑

n=1

1

n
− ln s

)
= 0.577215664901 . . . , (8.22)

vemos que

n−x = e−x lnn ∼ e−x(1+ 1
2

+···+ 1
n−1)+γx ,

de lo cual resulta que

1

Γ(x)
∼ xeγx(1 + x)e−

x
1

(
1 +

x

2

)
e−

x
2 · · ·

(
1 +

x

n− 2

)
e−

x
n−2

(
1 +

x

n− 1

)
e−

x
n−1 , n→∞ .

Aśı, se obtiene la representación de Weierstrass de la función Gamma:

1

Γ(x)
= xeγx

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−

x
n (8.23)

8.6. Otras funciones relacionadas

Hay muchas otras funciones relacionadas con la función Gamma, y que aparecen también
en ciertos problemas f́ısicos. A continuación revisamos algunas de ellas.

1. Función digamma:

z(z) =
d

dz
ln(z!) , (8.24)

donde entendemos que z! = Γ(z + 1).
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De la representación de Weierstrass (8.23) se obtiene que

− ln Γ(z) = ln z + γz +
∞∑
n=1

[
ln
(

1 +
z

n

)
− z

n

]
.

Derivando la ecuación anterior es claro que

−Γ′(z)

Γ(z)
=

1

z
+ γ +

∞∑
n=1

(
1

z + n
− 1

n

)
,

o bien

Γ′(z + 1)

Γ(z + 1)
= − 1

z + 1
− γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + 1 + n

)
= −γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
,

es decir

z(z) = −γ +
∞∑
n=1

z

n(z + n)
. (8.25)

Del resultado anterior es claro que z(z) tiene polos en z = −1, −2, . . . , con residuo 1.

2. Función poligamma: Es la m-ésima derivada de la función z:

z(m)(z) =
dm+1

dzm+1
ln(z!) = (−1)m+1m!

∞∑
n=1

1

(z + n)m+1
. (8.26)

Observemos que

z(m)(0) = (−1)m+1m! ζ(m+ 1) , m = 1, 2, 3. . . , (8.27)

donde la función zeta de Riemann se define como

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, s > −1 . (8.28)

3. Función Beta incompleta:

Bx(p, q) =

∫ x

0

tp−1(1− t)q−1 dt , Re p > 0, Re q > 0 y 0 ≤ x ≤ 1. (8.29)

Claramente

Bx=1(p, q) = B(p, q) .



8.6. OTRAS FUNCIONES RELACIONADAS 111

4. Funciones Gamma incompletas :

γ(a, x) =

∫ x

0

e−tta−1 dt , Re(a) > 0 , (8.30)

y

Γ(a, x) =

∫ ∞
x

e−tta−1 dt . (8.31)

Se tiene
γ(a, x) + Γ(a, x) = Γ(a) . (8.32)

Se puede mostrar (ejercicio) que, para todo n ∈ N,

γ(n, x) = (n− 1)!

(
1− e−x

n−1∑
k=0

xk

k!

)
, (8.33)

Γ(n, x) = (n− 1)!e−x
n−1∑
k=0

xk

k!
. (8.34)

5. Integrales de error :

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−t
2

dt , (8.35)

erfc(z) = 1− erf(z) =
2√
π

∫ ∞
z

e−t
2

dt . (8.36)

Con un cambio de variable simple podemos escribir las integrales de error en términos
de las funciones Gamma incompletas:

erf(z) =
1√
π
γ

(
1

2
, z2

)
, (8.37)

erfc(z) =
1√
π

Γ

(
1

2
, z2

)
. (8.38)
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tical Library, Cambridge University Press, Cambridge, 1997 (ISBN 0-5215-8807-3).
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Caṕıtulo 9

Transformada de Laplace

versión 5 octubre 2009

Una de las ventajas del definir la transformada de Fourier es ser capaces de convertir
ecuaciones diferenciales en ecuaciones polinomiales, convirtiéndolas en un problema más sen-
cillo de resolver. Sin embargo, la existencia de la transformada de Fourier está garantizada
sólo para funciones de módulo integrable, i.e., en particular deben anularse en infinito. El
concepto de distribuciones, sin embargo, nos permitió extender la transformada de Fourier a
funciones de crecimiento lento. ¿Será posible extender el concepto aun más, a funciones de
crecimiento exponencial? No es una pregunta gratuita, ya que de hecho son muchas las situa-
ciones en que la solución a una ecuación diferencial crece exponencialmente en infinito (por
ejemplo, problemas de inestabilidad). El camino ello será definir una nueva transformada, la
transformada de Laplace.

9.1. Definición

Definición 9.1 Definimos la transformada de Laplace de una función f(t) por

L{f(t), s} = F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt s ∈ C . (9.1)

Notamos que s es un número complejo arbitrario. De hecho, si es un número imaginario
puro, se reobtiene (salvo por el ĺımite de integración) la transformada de Fourier. El “exten-
der”, entonces, la transformada de Fourier al caso en que la “frecuencia” no es puramente
imaginaria es la clave de todo, ya que nos damos cuenta de que si s tiene parte real, el
decaimiento de la exponencial puede compensar un eventual crecimiento exponencial de f ,
logrando que el integrando sea módulo integrable y la integral exista. La siguiente definición
y las proposiciones que le siguen formalizan esta idea.

Definición 9.2 Una función f : [0,∞)
f−→ C es de orden exponencial si f(t) es seccional-

mente continua y derivable en 0 ≤ t <∞ y

| f(t) | ≤ Aes0t ∀ t ≥ 0 A, s0 ∈ R. (9.2)

113
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Proposición 9.1 Sea f un función de orden exponencial. Entonces la transformada de La-
place, L{f}, existe en el semiplano Re[s] > s0.

Demostración

| L{f} | =
∣∣∣∣ ∫ ∞

0

e−stf(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

∣∣ e−st ∣∣ | f(t) | dt ≤ A

∫ ∞
0

∣∣ e−st ∣∣ es0t dt
= A

∫ ∞
0

∣∣ e−i Im[s]t
∣∣ e−(Re[s]−s0)t dt = A

∫ ∞
0

e−(Re[s]−s0)t dt <∞ ∀ Re[s] > s0 .

q.e.d.

Proposición 9.2 La integral
∫∞

0
e−stf(t) dt converge uniformemente para todo s tal que

Re[s] ≥ s1 > s0.

Demostración Si ε > 0, afirmamos que existe M(ε) independiente de s tal que∣∣∣∣F (s)−
∫ M

0

dt e−stf(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ ∞
M

dt e−stf(t)

∣∣∣∣ < ε .

En efecto, ∣∣∣∣ ∫ ∞
M

dt e−stf(t)

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
M

dt
∣∣ e−stf(t)

∣∣ ≤ ∫ ∞
M

dtAe−t(Re[s]−s0)

≤
∫ ∞
M

dtAe−t(s1−s0) =
A

s1 − s0

e−M(s1−s0) < ε ,

donde la última desigualdad se satisface escogiendo

M >
1

s1 − s0

ln

[
A

ε(s1 − s0)

]
.

q.e.d.

Proposición 9.3 F (s) es holomorfa (anaĺıtica) en Re[s] ≥ s1 > s0, es decir, la derivada
F ′(s) existe en dicho semiplano.

Demostración En virtud de la convergencia uniforme, podemos pasar la derivada dentro
de la integral:

F ′(s) =
d

ds

∫ ∞
0

e−stf(t) dt =

∫ ∞
0

∂

∂s
e−stf(t) dt = −

∫ ∞
0

e−sttf(t) dt ,
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luego

|F ′(s) | ≤
∫ ∞

0

∣∣ e−st ∣∣ t | f(t) | dt ≤ A

∫ ∞
0

te(s0−s1)t dt ,

y la última integral existe (es finita), independiente de s.
q.e.d.

En general, existe

F (n)(s) =

∫ ∞
0

(−t)nf(t)e−st dt . (9.3)

Proposición 9.4

ĺım
Re[s]→∞

F (s) = 0 . (9.4)

Demostración

ĺım
Re[s]→∞

∫ ∞
0

e−stf(t) dt =

∫ ∞
0

f(t)e−i Im[s]t

(
ĺım

Re[s]→∞
e−Re[s]t

)
dt = 0 .

q.e.d.

Notemos, como consecuencia de esta proposición, que 1, s, s2 o cualquier polinomio, no
pueden ser transformadas de Laplace de ninguna función. Śı pueden serlo, en cambio, 1/s o,
en general, funciones racionales con el grado del denominador superior al del numerador.

Ejemplo Sea f(t) = cos at.

L{cos at, s} =

∫ ∞
0

e−st cos(at) dt =
1

2

∫ ∞
0

e−st
(
eiat + e−iat

)
dt

=
1

2

(
1

s− ia
+

1

s+ ia

)
(si Re[s] > 0)

=
s

a2 + s2
.

Recordemos que la transformada de Fourier de un coseno está relacionada con la delta de
Dirac, y por lo tanto no existe como función, sino sólo como distribución. En cambio, bajo una
transformada de Laplace no hay ningún problema, el resultado es una función completamente
razonable.

9.2. Inversión de la transformada de Laplace

Sea f una función de orden exponencial, tal que f(t) = 0 si t < 0. Sean F (s) = L{f, s}
y σ > s0. Observemos que

g(t) = f(t)e−σt (9.5)
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es módulo integrable: ∫ ∞
−∞
| g | <∞ ,

luego la transformada de Fourier de g(t) existe. Se tiene

F{g(t), u} =
1√
2π

∫ ∞
0

g(t)eitu dt =
1√
2π

∫ ∞
0

f(t)e−(σ−iu)t dt

F{g(t), u} =
1√
2π
L{f(t), σ − iu} . (9.6)

Usando el teorema de reciprocidad de la transformada de Fourier:

g(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞
F{g(t), u}e−iut du =

1

2π

∫ ∞
−∞
L{f, σ − iu}e−iut du .

Con el cambio de variable s = σ − iu,

g(t) =
i

2π

∫ σ−i∞

σ+i∞
L{f, s}e(s−σ)t ds =

e−σt

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
L{f, s}est ds .

Finalmente

f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
L{f, s}est ds . (9.7)

Por lo tanto, si la transformada de Laplace de una función f(t) está dada por

F (s) = L{f(t), s} =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt , Re s > s0 ,

entonces f(t) viene dada por la antitransformada de Laplace:

f(t) = L−1{F (s), t} =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)est ds , σ > s0 . (9.8)

La expresión (9.8) se conoce como la integral de inversión de Mellin.
Observamos, entonces, que hemos tenido que pagar un par de costos al extender el concep-

to de transformada a funciones de orden exponencial. Primero, la transformada de Laplace,
a diferencia de la de Fourier, que existe para todo el eje real, no existe en todo el plano
complejo. Y ahora encontramos que la transformada y su inversa no tienen la misma forma
(en el caso de la de Fourier basta cambiar un signo).

Notemos que σ debe ser mayor que s0, para asegurar que estamos en la región en que
la transformada existe. Pero aparte de eso, σ es arbitrario. ¿Cómo es posible que la integral
de Mellin [igual a f(t)] sea independiente de σ? Para verificarlo, necesitamos la siguiente
proposición:

Proposición 9.5
ĺım

Im[s]→±∞
F (s) = 0 . (9.9)
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Demostración Sea s = sR + iω. Entonces, por (9.6),

L{f, s} = L{f, sR + iω} =
√

2πF{fe−sRt,−ω} −−−−→
ω→±∞

0 ,

donde el último ĺımite se sigue de las propiedades de la transformada de Fourier. Luego hemos
demostrado la proposición.

q.e.d.

Ahora podemos discutir la independencia de σ de la integral de Mellin. En efecto, consi-
deremos el circuito de integración:

Re(s)

Im(s)

A

B C

D

M

−M

s0 σ1σ1 σ2

El contorno ABCD no encierra singularidades, y las integrales a lo largo de CB y AD se
van a cero cuando M = Im[s] −→∞ [ver (9.9)]. Luego, por el teorema de Cauchy,∫ σ1+i∞

σ1−i∞
ds etsF (s) =

∫ σ2+i∞

σ2−i∞
ds etsF (s) , σ1, σ2 > s0,

lo que muestra la independencia en σ.

Una consecuencia del teorema de inversión de la transformada de Laplace es que si dos
funciones son distintas, entonces sus transformadas de Laplace también lo son.

Ejemplo Consideremos la función escalón de Heaviside

h(t) =
1 + sgn(t)

2
.

Su transformada de Laplace es

H(s) = L{h, s} =

∫ ∞
0

e−st dt =
1

s
.
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Observemos que h(t) es de crecimiento exponencial con s0 = 0 y, consistentemente, H(s) es
holomorfa en el semiplano Re[s] > 0.

Invirtiendo la transformada de Laplace, debeŕıamos tener

h(t) = L−1

{
1

s
, t

}
=

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

1

s
est ds .

¿Será cierto? Comprobarlo exigirá un poco de trabajo al integrar en el plano complejo.

i) t > 0. Consideremos el siguiente camino de integración:

Re(s)

Im(s)

σ−iR

σ+iRiR

−iR

σ

R

Sobre los segmentos horizontales:∣∣∣∣ ∫ ets

s
ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ σ

0

et(x±iR)

x± iR
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ σ

0

| etx |
∣∣ eitR ∣∣

|x± iR |
dx ≤ σetσ

R
−−−→
R→∞

0 , t > 0 .

Sobre el segmento circular, se tiene

z = iReiϕ , 0 ≤ ϕ ≤ π .

Luego ∣∣∣∣ ∫ ets

s
ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ π

0

etz(−Reiϕ)

iReiϕ
dϕ

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

e−tR senϕ dϕ ≤ 2

∫ π/2

0

e−
tRϕ

2 dϕ .

La última desigualdad se sigue del hecho de que

senϕ ≥ ϕ

2
si 0 ≤ ϕ ≤ π/2 ,

de modo que, si t > 0,

−tR senϕ ≤ −tRϕ
2
.
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Por tanto,∣∣∣∣ ∫ ets

s
ds

∣∣∣∣ ≤ 2

∫ π/2

0

e−
tRϕ

2 dϕ =
4

tR

(
1− e−

tRπ
4

)
−−−→
R→∞

0 t > 0 .

Aśı, por el teorema del residuo,∫ σ+i∞

σ−i∞

ets

s
ds = 2πi

ets

s

∣∣∣∣
s=0

= 2πi ,

vale decir
h(t) = 1 , t > 0 .

ii) Sea t < 0. En este caso es fácil convencerse, a partir de lo visto en el caso anterior, que
el camino de integración conveniente es:

Re(s)

Im(s)

σ−iR

σ+iRiR

−iR

σ

R

Γ

Y en tal caso, ∫ σ+i∞

σ−i∞

ets

s
ds =

∫
Γ

ets

s
ds = 0 ,

pues no hay polos dentro del circuito de integración Γ. Entonces

h(t) = 0 , t < 0 .

iii) Caso t = 0.

La integral queda simplemente∫ σ+iR

σ−iR

ds

s
= ln(σ + ir)

∣∣∣∣r=R
r=−R

= ln(
√
σ2 + r2 ) + i arctan

( r
σ

)∣∣∣∣r=R
r=−R

−−−→
R→∞

iπ ,
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de modo que

h(0) =
1

2
.

Por lo tanto, al invertir la transformada de Laplace hemos reobtenido la función escalón
de Heaviside h(t).

9.3. Propiedades de la transformada de Laplace

En lo sucesivo, el śımbolo ◦ • significará “tiene como transformada de Laplace”.
Además, f(t) y g(t) serán funciones de crecimiento exponencial, con f(t) = g(t) = 0 si t < 0.
Finalmente, definimos F (s) = L{f, s} y G(s) = L{g, s}.

1) Si a, b ∈ C, entonces
af(t) + bg(t) ◦ • aF (s) + bG(s) .

(La transformada de Laplace es lineal.)

2) Si α > 0, entonces

f(αt) ◦ • 1

α
F
( s
α

)
.

3) ∫ t

0

f(t′) dt′ ◦ • 1

s
F (s) , Re(s) > s0 .

Demostración

L
{∫ t

0

f(u) du, s

}
=

∫ ∞
0

e−st
∫ t

0

f(u) du dt .

Integrando por partes,

L
{∫ t

0

f(u) du, s

}
= −e

−st

s

[∫ t

0

f(u) du

]∣∣∣∣∞
0

+
1

s

∫ ∞
0

e−stf(t) dt =
1

s
F (s) .

4)
f ′(t) ◦ • sF (s)− f(0) , Re(s) > s0 .

Demostración Integrando por partes:

L{f ′, s} =

∫ ∞
0

e−stf ′(t) dt = e−stf(t)

∣∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞
0

e−stf(t) dt = sF (s)− f(0) .

Análogamente,

f (n)(t) ◦ • snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0) .
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5)
tnf(t) ◦ • (−1)nF (n)(s) .

6) Desplazamiento en el eje t. Sea β > 0. Entonces

f(t− β) ◦ • e−βsF (s) .

7) Desplazamiento en el plano s. Sea c ∈ C. Entonces

ectf(t) ◦ • F (s− c) .

Demostración

L{ectf(t), s} =

∫ ∞
0

e−stectf(t) dt = F (s− c) .

8) Convolución. De la definición de producto de convolución, y puesto que f(t) y g(t) son
nulas si sus argumentos son menores que cero, se sigue que

p(t) = f ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− u)g(u) du .

Y se puede mostrar que
f ∗ g(t) ◦ • F (s)G(s) .

Demostración Ejercicio.

Todas las propiedades anteriores son análogas a las correspondientes propiedades de la
transformada de Fourier, con la excepción de 4), pues la derivada se convierte en un polinomio
más un término extra, dado por el valor de la función en el origen.

9.4. Lista de transformadas de Laplace

Se supone en lo que sigue que todas las funciones que aparecen a la izquierda del śımbolo
◦ • son tales que f(t) = 0 si t < 0.

a)

0 ◦ • 0

1 ◦ • 1

s

c ◦ • c
s
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b) Sea α > 0.

L{tα, s} =

∫ ∞
0

e−sttα dt =
1

sα+1

∫ ∞
0

e−uuα du =
Γ(α + 1)

sα+1
.

Luego

tα ◦ • 1

sα+1
Γ(α + 1) , α > 0 .

tn ◦ • n!

sn+1
, n = 0, 1, 2. . .

√
t ◦ • 1

2s

√
π

s
.

c)

ect ◦ • 1

s− c
, c ∈ C .

tnect ◦ • n!

(s− c)n+1
.

En efecto,

L{ect, s} = L{ect · 1, s} = L{1, s− c} =
1

s− c
,

y

L{tnect, s} = (−1)n
[
L{ect, s}

](n)
=

n!

(s− c)n+1
.

d) Si s > 0, ω > 0,

cosωt ◦ • s

s2 + ω2

senωt ◦ • ω

s2 + ω2

1

2
(eαt + e−αt) ◦ • 1

2

(
1

s− α
+

1

s+ α

)
cosh(αt) ◦ • s

s2 − α2
α ∈ R

senh(αt) ◦ • α

s2 − α2

e)

e−γt cos(ωt) ◦ • γ + s

(s+ γ)2 + ω2

e−γt sen(ωt) ◦ • ω

(s+ γ)2 + ω2
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f)

te−γt cos(ωt) ◦ • (γ + s)2 − ω2

[(s+ γ)2 + ω2]2

te−γt sen(ωt) ◦ • 2ω(γ + s)

[(s+ γ)2 + ω2]2

g) Si se desea encontrar la antitransformada de una función racional P (s)/Q(s), con el grado
de P menor que el grado de Q, la estrategia será descomponerla en fracciones parciales,
de la forma ∑ An

(s− c)n
.

Por ejemplo, de este modo podemos mostrar que

as2 + bs+ cω2

(s2 + ω2)2
• ◦ a− c

2
t cos(ωt) +

a+ bt+ c

2ω
senωt .

h) Sea q(t) la función escalón desplazada en t0 hacia la derecha:

q(t) = h(t− t0) =
1

2
[1 + sgn(t− t0)] , t0 > 0 .

Entonces, de las propiedades de la transformada de Laplace,

q(t) = h(t− t0) ◦ • e−t0s1

s
.

Entonces

q(t) ′ = δ(t− t0) ◦ • sL{q(t), s} − q(0) = se−t0s
1

s
− 0 = e−t0s .

Suponiendo entonces que es ĺıcito evaluar la transformada de Laplace de distribuciones,
tenemos que

δ(t− t0) ◦ • e−t0s

δ′(t− t0) ◦ • se−t0s

δ(n)(t− t0) ◦ • sne−t0s
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Caṕıtulo 10

Aplicaciones de la transformada de
Laplace

versión 1 octubre 2007

La transformada de Laplace introducida en el Caṕıtulo anterior tiene algunas ventajas
respecto a la transformada de Fourier (Cap. 3).

En primer lugar, al igual que la transformada de Fourier, nos permite convertir ecua-
ciones diferenciales en ecuaciones algebraicas (propiedad 4, sección 9.3), con una diferencia:
se requiere el valor de la función en un punto dado. Si la función es conocida, esto no es
problema, pero ¿qué pasa si la función es desconocida? Esto es precisamente lo que ocurre
cuando intentamos resolver una ecuación diferencial: no conocemos la solución. ¿Significa eso
que tenemos un problema autoconsistente, y no podemos calcular la transformada de Laplace
de su derivada? Observemos que, f́ısicamente, resolver una ecuación diferencial no es simple-
mente encontrar una solución general de ella, sino aplicar a ésta sus condiciones iniciales o
de borde, según corresponda. Sólo entonces la solución de una ecuación diferencial es única,
y corresponderá a la solución del problema f́ısico espećıfico en cuestión. Cuando usamos una
tranformada de Fourier, por ejemplo, una vez que resolvemos la ecuación polinomial para la
transformada, y luego la invertimos, lo único que hemos logrado es encontrar una solución
general. Aún hay que aplicar las condiciones iniciales o de borde, lo cual significa resolver
nuevas ecuaciones. Con la transformada de Laplace, sin embargo, ello no es necesario: simple-
mente al aplicar la transformada a la ecuación diferencial, aparecen las condiciones iniciales
expĺıcitamente. Nunca tuvimos un problema autoconsistente; lo único que necesitamos es
la misma información que hemos requerido siempre. Más aún, una vez que se invierta la
transformada, tendremos de inmediato la solución al problema f́ısico.

Lo anterior no es solamente una economı́a de recursos. Tiene mucho de implicancias f́ısi-
cas. En efecto, recordemos que la transformada de Laplace es una integral entre 0 e infinito.
Matemáticamente, ello se justifica porque sólo podemos asegurar convergencia de las integra-
les en dicho dominio. Pero, por otro lado, significa que el comportamiento de la función para
t < 0 es irrelevante. Por ejemplo, las transformadas de la función escalón de Heaviside y de
f(t) = 1 son ambas iguales a 1/s. Lo cual, considerado f́ısicamente, significa que la evolución
de un sistema está dada solamente por la ecuación que lo gobierna, y sus condiciones iniciales,
no toda su historia anterior.

125
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En todo caso, uno podŕıa argumentar que los puntos anteriores son más bien secundarios,
ya que resolver una ecuación diferencial v́ıa transformada de Fourier o de Laplace debeŕıa
arrojar el mismo resultado. Un aspecto nada de secundario, sin embargo, es que, mientras la
transformada de Fourier sólo se puede aplicar a funciones que decrecen rápidamente a cero
(funciones en S), o a lo sumo a funciones de crecimiento polinomial (es decir, funciones que
tienen asociadas distribuciones temperadas), la transformada de Laplace está bien definida
incluso para funciones de crecimiento exponencial. Puesto que en general una inestabilidad
de un sistema f́ısico está caracterizada por alguna variable que crece exponencialmente, no
está garantizado que el formalismo de transformada de Fourier dé resultados con sentido en
estos casos. Aśı, la transformada de Laplace no es sólo un formalismo alternativo, sino que
en ocasiones puede ser el único adecuado.

A continuación expondremos algunos ejemplos de empleo de la transformada de Laplace
para resolver algunos problemas matemáticos o f́ısicos. En particular, estos ejemplos permiten
ilustrar, por un lado, la utilidad de incorporar inmediatamente las condiciones iniciales al
aplicar la transformada a ecuaciones diferenciales, y por otro, que tanto las soluciones de
dichas ecuaciones como las ecuaciones mismas pueden contener términos exponencialmente
crecientes, situación que impediŕıa el empleo de transformadas de Fourier.

10.1. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes

1) Consideremos la siguiente ecuación diferencial con condiciones iniciales:

d2y

dt2
− y = 1 , y(0) = 0, y′(0) = 1 .

Para resolverla, aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuación:

L
{
d2y

dt2
, s

}
− L{y, s} = L{1, s} ,

donde interpretamos la función constante 1 como 1 para t ≥ 0 y 0 para t < 0. Evaluamos
la transformada de la segunda derivada, usando las propiedades enunciadas en el caṕıtulo
anterior.

L
{
d2y

dt2
, s

}
= s2 Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2 Y (s)− 1 ,

donde Y (s) = L{y, s}. Usando lo anterior en la ecuación diferencial tenemos

s2Y (s)− 1− Y (s) =
1

s

(s2 − 1)Y (s) =
1

s
+
s

s
=

1 + s

s

Y (s) =
s+ 1

s

1

s2 − 1
=

1

s

1

s− 1
=

1

s− 1
− 1

s
.
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Retransformando,
y(t) = et − 1 .

2) Consideremos la siguiente ecuación diferencial con condiciones iniciales:

d2y

dt2
− y = t , y(1) = a, y(2) = b .

Encontremos la solución para y(t). Primero hacemos el cambio de variable x = t − 1 con
u(x) = y(t), de esta manera la ecuación nos queda

d2u

dx2
− u = x+ 1 , u(0) = y(1) = a, u(1) = b .

Aplicamos la transformada de Laplace. Definiendo L{u, s} = U(s) y u′(0) = γ, tenemos

s2U(s)− su(0)− u′(0)− U(s) =
1

s2
+

1

s

(s2 − 1)U(s) = as+ γ +
1 + s

s2

U(s) =
as

s2 − 1
+

γ

s2 + 1
+

1

s2(s− 1)
.

Retransformando,

u(x) = a cosh(x) + γ senh(x) + L−1

{
1

s2(s− 1)
, x

}
.

Haciendo notar que

L
{∫ x

0

ex
′
dx′, s

}
=

1

s
L
{
et, s

}
=

1

s

1

s− 1

L

{∫ x

0

dx′
∫ x′

0

ex
′′
dx′′, s

}
=

1

s
L
{∫ x

0

ex
′
dx′, s

}
=

1

s

1

s

1

s− 1
=

1

s2(s− 1)
,

se tiene

L−1

{
1

s2(s− 1)
, x

}
=

∫ x

0

dx′
∫ x′

0

ex
′′
dx′′ =

∫ x

0

(ex
′ − 1) dx′ = ex − 1− x .

Finalmente
u(x) = a cosh(x) + γ senh(x) + ex − (1 + x) .

Expresando la solución en la variable original,

y(t) = a cosh(t− 1) + γ senh(t− 1) + et−1 − t .

Comprobamos la condición inicial:

y(1) = a cosh(0) + γ senh(0) + e0 − 1 ,

y(1) = a+ 0 + 1− 1 = a .
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Para determinar γ = u′(0) usamos y(2) = b:

y(2) = a cosh(1) + γ senh(1) + e− 2 = b

γ =
2 + b− e− a cosh(1)

senh(1)
.

En general, la ecuación diferencial

d2

dt2
x(t) + α

d

dt
x(t) + βx(t) = f(t)h(t) ,

donde h(t) corresponde a la función escalón de Heaviside, tiene por solución:

x(t) = L−1 {ξ, t} =
1

2πi

∫ +i∞+σ

−i∞+σ

ds estξ(s) ,

con

ξ(s) = L{x, s} =
1

s2 + αs+ β
[L{f(t), s}+ (α + s)x(0) + x′(0)] .

10.2. Ecuaciones integrales

Sea la ecuación integral para f(x)

g(x) = λf(x) +

∫ x

0

f(α)K(x− α) dα , (10.1)

donde g(x) y K(x) son funciones dadas. Busquemos la solución aplicando la transformada

L{g(x), s} = λL{f(x), s}+ L{f ∗K(x), s} = λL{f(x), s}+ L{f(x), s}L {K(x), s} .

Despejando,

L{f(x), s} =
L{g(x), s}

λ+ L{K(x), s}
. (10.2)

Retransformando se obtiene f(x).

Como ilustración de situaciones f́ısicas que involucran ecuaciones integrales revisaremos
el problema de la tautócrona: una part́ıcula de masa m resbala, sin roce, sobre una curva
bajo el efecto de la gravedad. Queremos la forma de la curva de modo que el tiempo que se
demore la part́ıcula en “llegar abajo” sea independiente del punto de lanzamiento.

yo

y

g
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Debido a la conservación de la enerǵıa se satisface para todo y

1

2
mv2 = mg(y0 − y)

v =
√

2g
√
y0 − y ,

donde y0 es la altura inicial. Podemos evaluar el tiempo de descenso∫
ds

v
=

∫ 0

y0

1

v

ds

dy
dy = −

∫ y0

0

f(y)(y0 − y)−1/2 1√
2g
dy ,

donde hemos definido f(y) = ds/dy. Con este resultado podemos escribir la condición de que
la curva sea tautócrona de la siguiente manera:∫ y0

0

f(y)(y0 − y)−1/2 dy = C0, constante independiente de y0.

Esta ecuación integral es de la forma (10.1), con λ = 0, g(x) = C0 y K(x) = x−1/2, por tanto
tiene solución de la forma (10.2):

L{f(x), s} =
C0/s

L{x−1/2, s}
.

Sabemos que

L
{
x−1/2, s

}
=

Γ(1
2
)

√
s
,

luego

L{f(x), s} =
C0

s

√
s

Γ(1
2
)

=
C0

Γ(1
2
)

1√
s
.

Retransformando,

f(y) =
ds

dy
=

C0

[Γ(1
2
)]2
y−1/2 = Cy−1/2 .

A partir de
ds2 = dx2 + dy2 ,

despejamos

dx =
√
ds2 − dy2 =

√(
ds

dy
dy

)2

− dy2 ,

dx =

√(
ds

dy

)2

dy2 − dy2 =

[(
ds

dy

)2

− 1

]1/2

dy .

Como conocemos ds/dy, tenemos

dx =

[
C2

y
− 1

]1/2

dy . (10.3)
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Haciendo el cambio de variable

y = C2 sen2

(
φ

2

)
=
C2

2
[1− cos(φ)] .

Diferenciando,

dy =
C2

2
senφ dφ .

Reemplazando en (10.3) obtenemos

dx =

[
csc2

(
φ

2

)
− 1

]1/2
C2

2
senφ dφ

dx = cot

(
φ

2

)
C2

2
2 sen

(
φ

2

)
cos

(
φ

2

)
dφ

dx = C2 cos2

(
φ

2

)
dφ =

C2

2
(1 + cosφ) dφ .

Integrando esta última ecuación y agregando el cambio de variable podemos expresar la curva
resultante en forma paramétrica:

x =
C2

2
(φ+ senφ)

y =
C2

2
(1− cosφ) .

Esta es la ecuación de una cicloide.

10.3. Ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos la ecuación unidimensional de conducción del calor

c2∂
2u(x, t)

∂x2
=
∂u(x, t)

∂t
, (10.4)

donde u(x, t) corresponde a la temperatura en la posición x y a tiempo t. Elegimos, por
simplicidad, la constante c2 = K/σρ = 1, donde K es la conductividad térmica, σ el calor
espećıfico y ρ la densidad.

El problema espećıfico a abordar es el de una varilla seminfinita con condición inicial
u(x, 0) = 0, ∀x > 0, y condiciones de borde u(0, t) = A y u(∞, t) = 0.

Si tomamos la transformada de Laplace respecto de x en (10.4), encontramos que la
transformada de u debe satisfacer la siguiente ecuación:

s2L{u(x, t), s} − su(0, t)− ∂u

∂x
(0, t) = L

{
∂u

∂t
, s

}
.

La anterior ecuación resulta no ser de coeficientes constantes, además, es inhomogénea y
uno de sus términos, ∂u/∂x(0, t) no lo conocemos, aśı que la solución no es directa. Pero si
tomamos la transformada de Laplace respecto a t de la ecuación de conducción, y definiendo

U(x, s) = L{u(x, t), s} =

∫ ∞
0

e−stu(x, t) dt ,
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obtenemos
∂2U(x, s)

∂x2
= sU(x, s)− u(x, 0) .

Utilizando la condición inicial u(x, 0) = 0, nos queda una ecuación diferencial en donde s es
un parámetro,

∂2U(x, s)

∂x2
− sU(x, s) = 0 ,

con solución

U(x, s) = C1e
x
√
s + C2e

−x
√
s .

Aplicamos la transformada de Laplace sobre las condiciones de borde:

L{u(∞, t), s} = U(∞, s) = 0 =⇒ C1 = 0 ,

L{u(0, t), s} = U(0, s) = L{A, s} =
A

s
=⇒ C2 =

A

s
.

La solución es

U(x, s) =
A

s
e−x
√
s , para Re[s] > 0.

Retransformando,

u(x, t) = L−1

{
A

s
e−x
√
s, t

}
= A

∫ t

0

L−1
{
e−x
√
s, t′
}
dt′ .

Evaluamos, primero,

L−1
{
e−x
√
s, t
}

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
este−x

√
s ds .

Usando el cambio de variable z =
√
s, el camino de integración se modifica como muestra la

figura:

sz=

σR=

Re[  ]

Im[  ]

z

z

σ III

II’

I’

I
II

Γ
Re[  ]

Im[  ]

R

R
R

R

R z

z
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y la integral nos queda

L−1
{
e−x
√
s, t
}

=
2

2πi

∫
Γ

ez
2te−zxz dz .

Para efectuar la integral, cerraremos el contorno de integración como indica la figura (tramos
I-II-III-II’-I’-Γ). Analicemos la integral sobre los tramos que cierran el camino, partiendo por
el tramo I:

1

π

∣∣∣∣ ∫
I

zez
2t−zx dz

∣∣∣∣
z=(1+i)y

=
1

π

∣∣∣∣ ∫ ∞
R

(1 + i)2ye(1+i)2y2t−(1+i)yx dy

∣∣∣∣
≤ 2

π

∫ ∞
R

ye−yx dy −−−→
R→∞

0 .

El tramo II:

1

π

∣∣∣∣ ∫
II

zez
2t−zx dz

∣∣∣∣
z=iR+y

=
1

π

∣∣∣∣ ∫ R

0

(iR + y)e(iR+y)2t−(iR+y)x dy

∣∣∣∣
≤ 1

π

∫ R

0

| iR + y | e(y2−R2)t−yx dy

≤ e−R
2t

π

√
2R

∫ R

0

ey
2t−yx dy

El integrando f(y) = ey
2t−yx es acotado en el intervalo [0, R], siendo su máximo f(0) = 1

ó f(R) (dentro del intervalo hay sólo un punto con derivada nula, y = x/2, y resulta ser un
mı́nimo). Si R es suficientemente grande, el máximo es f(R). de modo que podemos escribir

1

π

∣∣∣∣ ∫
II

zez
2t−zx dz

∣∣∣∣
z=iR+y

≤ e−R
2t

π

√
2R

∫ R

0

eR
2t−Rx dy

=
e−Rx

π

√
2R2 −−−→

R→∞
0 .

Notamos que dentro del circuito no hay polos, entonces al utilizar el teorema del residuo
podemos concluir que la integral sobre el circuito cerrado es nula. Ya hemos demostrado que
las integrales sobre los tramos I y II tienden a cero cuando R → ∞. En forma equivalente
se puede mostrar que se anularán, en el mismo ĺımite, las integrales sobre los tramos I’ y II’.
Por lo tanto, la integral sobre el camino Γ más la integral sobre el tramo III deben cancelarse
en el ĺımite R → ∞, o lo que es lo mismo, la integral sobre el camino Γ, que es la que nos
interesa, es igual a menos la integral sobre el tramo III. Parametrizamos por z = iy, y nos
queda

L−1
{
e−x
√
s, t
}

=
1

πi

∫
III

ez
2t−zxz dz = − 1

πi

∫ ∞
−∞

e−y
2t−iyxy dy =

x

2
√
π

1

t3/2
e−x

2/4t .

Podemos escribir la solución

u(x, t) = A

∫ t

0

x

2
√
π

1

t′3/2
e−x

2/4t′ dt′ .
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Hacemos el cambio de variable α2 = x2/4t′, lo que implica dt′ = −x2/2α3dα, y obtenemos
finalmente

u(x, t) =
2A√
π

∫ ∞
x/2
√
t

e−α
2

dα = A

[
1− erf

(
x

2
√
t

)]
.

10.4. Sistema de ecuaciones lineales

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

y′1 + 2y′2 + y1 − y2 = 25 ,

2y′1 + y2 = 25et ,

con condiciones iniciales y1(0) = 0 e y2(0) = 25. Apliquemos la transformada de Laplace, con
las definiciones

Y1,2 = L{y1,2(t), s} .

Obtenemos para el sistema:

sY1 − y1(0) + 2sY2 − 2y2(0) + Y1 − Y2 =
25

s
,

2sY1 − 2y1(0) + Y2 =
25

s− 1
.

Usando las condiciones iniciales,

sY1 + 2sY2 − 50 + Y1 − Y2 =
25

s
,

2sY1 + Y2 =
25

s− 1
.

Despejando,

Y1(s) =
25

4s(s− 1)2(s+ 1/4)
=

25

s
− 9

s− 1
+

5

(s− 1)2
− 16

(s+ 1/4)
.

Retransformando,
y1(t) = 25− 9et + 5tet − 16e−t/4 .

Análogamente
y2(t) = 33et − 10tet − 8e−t/4 .
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Caṕıtulo 11

Polinomios ortogonales

versión 1 octubre 2007

En cierto sentido, en los caṕıtulos anteriores no hemos hecho otra cosa que desarrollar
estrategias para resolver el problema general de escribir las soluciones de una ecuación dife-
rencial en una determinada base. Si la función está definida en un intervalo finito, dicha base
es discreta y la solución se puede escribir como una serie de Fourier. Si se necesita una solu-
ción en todo el eje real, la expansión se convierte en una transformada de Fourier. Luego nos
enfrentamos al problema de que hay todo un conjunto de funciones que pueden ser soluciones
a problemas f́ısicos, pero para las cuales no existe la transformada de Fourier, o a las que no
se les puede aplicar un operador diferencial: funciones discontinuas, o funciones divergentes
polinomial o exponencialmente, por ejemplo. Sin embargo, es posible, gracias a los conceptos
de distribuciones y transformada de Laplace, aplicar a dichas funciones los mismos forma-
lismos que para funciones “bien comportadas”, diferenciables y módulo integrables. Como
sea, mirado globalmente, los caṕıtulos anteriores nos han permitido desarrollar y generalizar
la idea de que las soluciones de una ecuación diferencial se pueden expandir como funciones
“oscilatorias” (aceptando que la frecuencia puede no ser puramente real).

En este caṕıtulo, y los que siguen, desarrollamos un segundo tipo de estrategia: expandir
funciones en una base de polinomios. Desde luego, ya conocemos una tal expansión, la serie
de Taylor. Sin embargo, veremos que en absoluto ésta es la única posibilidad. Existen infinitos
modos de expandir una función en polinomios, y qué expansión sea la “adecuada” depen-
derá del problema f́ısico en cuestión, es decir, de las ecuaciones diferenciales que lo rijan, y las
condiciones de borde. Primero, en este breve caṕıtulo, revisaremos algunas propiedades ge-
nerales sobre polinomios ortogonales, para luego, en los caṕıtulos siguientes, revisar diversos
casos particulares de interés para la F́ısica.

11.1. Definiciones

Definición 11.1 Sean f, g ∈ C [a, b] y sea p(x) > 0 continua en el intervalo [a, b]. Definimos
el producto interno de f y g con función de peso p de la forma siguiente:

〈f, g〉 ≡
∫ b

a

f ∗(x)g(x)p(x) dx . (11.1)
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Definición 11.2 Sean {Pn(x)}n∈N0 un conjunto de polinomios reales, donde Pn(x) es un
polinomio de grado n. El conjunto {Pn(x)}n∈N0 forma un sistema ortogonal de polinomios
con la función de peso p(x) si

〈Pn, Pm〉 = δnmAm . (11.2)

11.2. Teoremas

Teorema 11.1 Sean {Pn(x)}n∈N0 polinomios ortogonales en [a, b] con la función de peso
p(x). Sea Qk un polinomio cualquiera de grado k. Entonces Pn(x) es ortogonal a Qk si n > k.

Demostración Escribamos el polinomio Qk(x) como sigue

Qk(x) =
k∑
ν=0

aνx
ν .

Podemos escribir los xν como combinación de los polinomios Pn(x),

xν =
ν∑

µ=0

bµPµ(x) , con bµ ∝ 〈xν , Pµ〉 ,

por lo tanto,

Qk(x) =
k∑
ν=0

aν

ν∑
µ=0

bµPµ(x) ,

〈Pn, Qk〉 =
k∑
ν=0

aν

ν∑
µ=0

bµ 〈Pn, Pµ〉 =
k∑
ν=0

aν

ν∑
µ=0

bµAµδnµ = 0 , si n > k.

q.e.d.

Teorema 11.2 Los ceros de los polinomios ortogonales son reales y simples.

Demostración Consideremos el polinomio Pn+1(x) que tiene n + 1 ráıces. Por el teorema
anterior

〈Qk, Pn+1〉 =

∫ b

a

Q∗k(x)Pn+1(x)p(x) dx = 0 ∀ k ≤ n .

Supongamos que Pn+1(x) no tiene ráıces reales en [a, b]. Al considerar Qk = 1 obtenemos∫ b

a

1× Pn+1(x)p(x) dx 6= 0 .

Esto contradice lo anterior, lo que significa que Pn+1 tiene por lo menos una ráız en [a, b].
Sea α esa ráız. Podemos factorizar Pn+1 como

Pn+1(x) = (x− α)Sn(x).
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Si n ≥ 1 se debe tomar Qk = (x− α), y como por un lado debe cumplirse

〈Pn+1, x− α〉 = 0 ,

y por otro lado, de (11.1),

〈Pn+1, x− α〉 =

∫ b

a

(x− α)2Sn(x)p(x) dx 6= 0

si Sn(x) no tiene una ráız en [a, b], hay nuevamente contradicción. Por lo tanto, Sn(x) tiene
por lo menos una ráız en [a, b]. Siguiendo con este procedimiento encontramos que Pn+1(x)
tiene n+ 1 ráıces reales.

Nos falta demostrar que las ráıces son simples. Sea x = α una ráız no simple, es decir,

Pn+1(x) = (x− α)mSn+1−m(x) , con m ≥ 2 .

Si m es par, sea Qk(x) = Sn+1−m(x).
Si m es impar, sea Qk(x) = (x− α)Sn+1−m(x).
Supongamos que m es impar por simplicidad (si m es par la demostración es análoga),

entonces

〈Pn+1, Qk〉 =

∫ b

a

(x− α)mSn+1−m(x)(x− α)Sn+1−m(x) p(x) dx

=

∫ b

a

(x− α)m+1 [Sn+1−m(x)]2 p(x) dx 6= 0 ,

distinta de cero porque cada factor de la función subintegral es positivo, en los dos primeros
casos por ser las potencias pares y en el último por definición de p(x). Por otra parte,
grado[Qk(x)] = n+ 1−m+ 1 = (n+ 1)− (m− 1) < n+ 1, luego

〈Pn+1, Qk〉 = 0 ,

lo cual contradice el resultado anterior. Por lo tanto, las ráıces deben ser simples.
q.e.d.

Teorema 11.3 Teorema de unicidad (sin demostración)
Si {Pn(x)}n∈N0 y {Qn(x)}n∈N0 son dos conjuntos de polinomios ortogonales que satisfacen

la misma relación de ortogonalidad en [a, b], entonces son iguales. Es decir, si∫ b

a

P ∗n(x)Pm(x)p(x) dx =

∫ b

a

Q∗n(x)Qm(x)p(x) dx =⇒ Pn(x) = Qn(x) .

11.3. Relación de recurrencia

Sea {Pn(x)}n∈N0 un conjunto de polinomios ortogonales. Se tiene

Pn(x) = anx
n + bnx

n−1 + cnx
n−2 + · · · (11.3a)

Pn−1(x) = an−1x
n−1 + bn−1x

n−2 + cn−1x
n−3 + · · · (11.3b)

Pn+1(x) = an+1x
n+1 + bn+1x

n + cn+1x
n−1 + · · · . (11.3c)
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Luego se puede escribir

xPn(x) =
n+1∑
j=0

βnjPj(x) = βn0P0 + βn1P1 + · · ·+ βnn+1Pn+1 ,

donde, si suponemos adicionalmente que los Pn(x) están normalizados,

βnj =

∫ b

a

p(x)xPn(x)P ∗j (x) dx = β∗jn . (11.4)

Por el Teorema 11.1, vemos que βnj 6= 0 sólo si n = j, j − 1, j + 1, luego

xPn(x) = βn n+1Pn+1(x) + βn nPn(x) + βn n−1Pn−1(x) . (11.5)

Reemplazando (11.3) en (11.5) y comparando potencias, obtenemos para los coeficientes

βn n+1 =
an
an+1

, βn n =
bn
an
− bn+1

an+1

, βn−1 n =
an−1

an
.

[βn n+1 y βn n se obtienen fácilmente de (11.5); βn−1 n se obtiene simplemente desplazando en
1 los sub́ındices para βn n+1, lo cual permite obtener βn n−1 por la simetŕıa (11.4).] Reempla-
zando en (11.5) estos resultados, tenemos finalmente

an
an+1

Pn+1(x) +

[
bn
an
− bn+1

an+1

− x
]
Pn(x) +

an−1

an
Pn−1(x) = 0 (11.6)



Caṕıtulo 12

Polinomios de Hermite

versión 20 octubre 2009

En este caṕıtulo revisaremos una tipo particular de polinomios ortogonales, los polino-
mios de Hermite. Introduciremos el concepto de función generatriz, muy útil para encontrar
relaciones de recurrencia entre polinomios ortogonales y demostrar diversos tipos de igualda-
des que involucran a los mismos, y encontraremos la ecuación diferencial que satisfacen estos
polinomios, y que resultará ser de interés f́ısico.

12.1. Definición

Definimos los polinomios de Hermite por:

Hn(t) = (−1)net
2 dn

dtn
e−t

2

. (12.1)

{Hn(t)}n∈N∗ son polinomios de grado n. Se tiene que:

Hn(−t) = (−1)nHn(t) , (12.2)

es decir, Hn es par si n es par, e impar si n es impar.
Los primeros polinomios de Hermite son:

H0(t) = 1

H1(t) = 2t

H2(t) = 4t2 − 2

H3(t) = 8t3 − 12t

H4(t) = 16t4 − 48t2 + 12

12.2. Función generatriz

Consideremos la función

ψ(t, x) = et
2

e−(t−x)2

= e2tx−x2

. (12.3)
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Su desarrollo en serie de Taylor será:

ψ(t, x) =
∞∑
n=0

An(t)

n!
xn , An(t) =

∂nψ

∂xn

∣∣∣∣
x=0

.

Como
∂

∂x
=

∂

∂(t− x)
(−1) ,

se tiene

An(t) = et
2 ∂n

∂(t− x)n
e−(t−x)2

∣∣∣∣
x=0

(−1)n = (−1)net
2 dne−t

2

dtn
= Hn(t) ,

luego

e2tx−x2

=
∞∑
n=0

Hn(t)

n!
xn . (12.4)

Se dice que e2tx−x2
es la función generatriz de los polinomios de Hermite, vale decir, es

aquella función de dos variables tal que su desarrollo de Taylor en una de las variables tiene
como coeficientes precisamente los polinomios de Hermite.

A partir de (12.4) se pueden encontrar relaciones entre los polinomios de Hermite. La
estrategia para hallarlas (para ésta o cualquier otra función generatriz de otros polinomios)
es t́ıpica: derivar parcialmente respecto a alguna de las variables y luego comparar potencias
de x en los desarrollos en Taylor resultantes.

1) Derivando respecto a t:

∂ψ

∂t
= 2xψ .

Usando (12.4):

∞∑
n=0

1

n!

[
d

dt
Hn(t)

]
xn =

∞∑
n=0

Hn(t)

n!
2xn+1 .

Reordenando la suma en el lado izquierdo:

∞∑
n=0

2Hn(t)

n!
xn+1 = H ′0(t) +

∞∑
m=0

H ′m+1(t)

(m+ 1)!
xm+1 .

Comparando los coeficientes de las potencias de x en cada serie encontramos:

H ′0(t) = 0 ,

2Hn(t) =
1

n+ 1
H ′n+1(t) ,

lo cual puede ser reescrito en la forma

2nHn−1(t) = H ′n(t) , n ≥ 0 . (12.5)
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Observemos que, si bien sólo tiene sentido considerar polinomios de Hermite con ı́ndice po-
sitivo, la expresión (12.5) puede ser extendida a n = 0, aunque ello haga aparecer un factor
H−1. En general, las relaciones de recurrencia que obtendremos pueden considerarse válidas
para cualquier ı́ndice entero, adoptando la convención de que los polinomios con sub́ındices
negativos tienen algún valor adecuado, por ejemplo, cero.

La relación (12.5) expresa un polinomio de Hermite en términos de un operador (en
este caso la derivada) aplicado sobre el polinomio de Hermite inmediatamente superior. Un
operador que tiene tal propiedad se denomina operador de bajada. En este caso, el operador
de bajada de los polinomios de Hermite es (2n)−1dt.

2) Derivando respecto a x:
∂ψ

∂x
= (2t− 2x)ψ .

Con (12.4):

∞∑
n=1

Hn(t)

(n− 1)!
xn−1 = 2t

∞∑
n=0

Hn(t)

n!
xn − 2

∞∑
n=0

Hn(t)

n!
xn+1

∞∑
n=0

Hn+1(t)

n!
xn =

∞∑
n=0

2tHn(t)

n!
xn −

∞∑
n=1

2Hn−1(t)

(n− 1)!
xn

Comparando potencias de x:

H1(t) = 2tH0(t) ,

Hn+1(t) = 2tHn(t)− 2nHn−1(t) , n ≥ 1 .

O bien
Hn+1(t) = 2tHn(t)− 2nHn−1(t) , n ≥ 0 . (12.6)

3) Podemos utilizar las dos relaciones de recurrencia (12.5) y (12.6) para obtener una tercera:

Hn+1(t) = 2tHn(t)−H ′n(t) . (12.7)

Hemos pues encontrado el operador de subida para los polinomios de Hermite, a saber,
2t− dt.

Derivando (12.7):

H ′n+1 = 2Hn + 2tH ′n −H ′′n .

Con (12.5),

2(n+ 1)Hn = 2Hn + 2tH ′n −H ′′n ,

o sea,
H ′′n − 2tH ′n + 2nHn = 0 .

Es decir, los polinomios Hn son una solución de la ecuación de Hermite:

y′′(t)− 2ty′(t) + 2ny(t) = 0 . (12.8)
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12.3. Ortogonalidad

Evaluemos

I =

∫ ∞
−∞

Hm(t)Hn(t)e−t
2

dt .

Sin pérdida de generalidad, sea n ≥ m. Podemos escribir

I = (−1)n
∫ ∞
−∞

Hm(t)
dne−t

2

dtn
.

Integrando por partes:

I = (−1)n+12m

∫ ∞
−∞

Hm−1(t)
dn−1

dtn−1
e−t

2

dt .

Integrando por partes m veces:

I = (−1)m(−1)n2mm!

∫ ∞
−∞

H0(t)
dn−m

dtn−m
e−t

2

dt .

Si m < n, entonces

I = (−1)n+m2mm!

∫ ∞
−∞

dn−m

dtn−m
e−t

2

dt = (−1)n+m2mm!
dn−m−1

dtn−m−1
e−t

2

∣∣∣∣∞
−∞

= 0 .

Si n = m,

I = 2nn!

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt = 2nn!
√
π .

Resumiendo, ∫ ∞
−∞

Hm(t)Hn(t)e−t
2

dt = 2nn!
√
πδnm . (12.9)

Podemos expresar este resultado diciendo que los polinomios de Hermite son ortogonales,
pero con una función de peso p(t) = e−t

2
.

Si definimos las funciones

ϕn(t) =
Hn(t)e−t

2/2√
2nn!
√
π

, (12.10)

es claro que {ϕn}n es un conjunto ortonormal:∫ ∞
−∞

ϕn(t)ϕm(t) dt = δnm . (12.11)
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12.4. Algunos resultados interesantes

(a) Es fácil demostrar que las funciones ϕn definidas en (12.10) satisfacen la ecuación dife-
rencial

y′′ − t2y = −(2n+ 1)y (12.12)

[con la condición de borde y(±∞) = 0], que es precisamente la ecuación de Schrödinger
para el oscilador armónico.

(b) Sea Φn(ω) = F{ϕn(t), ω}. Dado que se cumple

ϕ′′n + (2n+ 1− t2)ϕn = 0 ,

se puede demostrar que Φn(ω) satisface

Φ′′n(ω) + (2n+ 1− ω2)Φn(ω) = 0 , (12.13)

es decir, la misma ecuación diferencial que ϕn(t). En otras palabras, la transformada
de Fourier de ϕn(t) es esencialmente ella misma. Un resultado que, en algún sentido,
podŕıamos haber esperado. En efecto, notemos que la función φ0 es una gaussiana, y ya
sabemos que ésta tiene como transformada de Fourier precisamente otra gaussiana. Esto
no es cierto para φn en general, pero el hecho de que, al menos, φn y Φn satisfagan la
misma ecuación diferencial es sugerente.

12.5. Solución por serie de la ecuación de Hermite

En este caṕıtulo partimos entregando la definición de los polinomios de Hermite, y even-
tualmente encontramos la ecuación diferencial que ellos satisfacen. Ahora seguiremos el ca-
mino inverso, partiendo de la ecuación de Hermite y resolviéndola.

Consideremos para ello la ecuación de Hermite (12.8), pero generalicémosla ligeramente:

y′′ − 2ty′ + 2βy = 0 . (12.14)

Busquemos soluciones con un cierto desarrollo de Taylor:

y(t) =
∞∑
ν=0

aνt
ν . (12.15)

Reemplazando en (12.14):

∞∑
ν=0

[aν+2(ν + 2)(ν + 1)− 2aνν + 2βaν ]t
ν = 0 ,

2βaν − 2νaν + aν+2(ν + 1)(ν + 2) = 0 , ν ≥ 0 ,

es decir, obtenemos una relación de recurrencia para los coeficientes de la serie:

aν+2 =
2(ν − β)

(ν + 1)(ν + 2)
aν . (12.16)

Se desprenden las siguientes consecuencias:
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a) Hay dos series independientes, la de coeficientes con ı́ndice par, que depende sólo de a0, y
la de coeficientes con ı́ndice impar, que depende sólo de a1. Por tanto, hay dos coeficientes
arbitrarios, a0 y a1, y por ende dos soluciones linealmente independientes.

b)
aν+2

aν
=

2(ν − β)

(ν + 1)(ν + 2)
' 2

ν
si ν � 1,

lo cual significa que el radio de convergencia de la serie es infinito. Vale decir, las soluciones
no tienen singularidades en el plano.

c) La ecuación tiene por solución un polinomio sólo si β ∈ N∗. Si β es par, hay que tomar
a0 6= 0 y a1 = 0. Si β es impar, hay que tomar a0 = 0 y a1 6= 0.

d) Si β 6∈ N∗, y si la solución es par o impar, entonces (ν − β)/[(ν + 1)(ν + 2)] > 0 desde
cierto ν0 en adelante, de modo que los aν tienen todos el mismo signo para ν > ν0. Esto
es, la serie tiene un crecimiento rápido cuando t→∞.

Es posible mostrar, a partir de la relación de recurrencia (12.16), que, si β es entero, los
polinomios resultantes son precisamente los polinomios de Hermite.



Caṕıtulo 13

Polinomios de Laguerre

versión final 3.2-13 enero 2003

13.1. Definición

Definición 13.1 Definimos el conjunto de los polinomios de Laguerre {Ln(t)}n∈N0 mediante
una cualquiera de las siguientes ecuaciones:

Ln(t) = et
dn

dtn
(
tn e−t

)
= (−1)ntn + · · ·+ n! , (13.1a)

Ln(t) = et
n∑
ν=0

(
n

ν

)(
dn−νtn

dtn−ν

)
dνe−t

dtν
, (13.1b)

Ln(t) =
n∑
ν=0

(−1)ν
(
n

ν

)
n!

ν!
tν =

n∑
ν=0

(−1)ν
n! n!

(n− ν)! (ν!)2
tν . (13.1c)

Algunos de los polinomios en forma expĺıcita:

L0(t) = 1

L1(t) = −t+ 1

L2(t) = t2 − 4t+ 2

L3(t) = −t3 + 9t2 − 18t+ 6

L4(t) = t4 − 16t3 + 72t2 − 96t+ 24
...

13.2. Función generatriz

Definición 13.2 La función generatriz Ψ(t, x) está definida por la siguiente relación:

Ψ(t, x) =
∞∑
n=0

Ln(t)

n!
xn . (13.2)
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Usando (13.1c) obtenemos:

Ψ(t, x) =
∞∑
n=0

n∑
ν=0

(−1)ν

ν!

(
n

ν

)
tνxn

Cambiemos el orden de suma. El primer gráfico corresponde a la forma en que estábamos
sumando: fijamos un n en el eje horizontal, con n = 1, . . . ,∞ y luego consideramos los v
variando desde 1 a n (flechas verticales hacia arriba). El segundo corresponde a la misma
suma pero hecha de forma diferente: fijamos un ν en el eje vertical, con ν = 1, . . . ,∞ y luego
consideramos los n variando desde ν a ∞ (flechas horizontales hacia la derecha).

-
n
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Obtenemos

Ψ(t, x) =
∞∑
ν=0

∞∑
n=ν

(−1)ν

ν!
tν
(
n

ν

)
xn .

Haciendo el cambio de ı́ndice m = n− ν:

Ψ(t, x) =
∞∑
ν=0

∞∑
m=0

(−1)ν

ν!
tν
(
m+ ν

ν

)
xm+ν .

Reordenando

Ψ(t, x) =
∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!
tνxν

∞∑
m=0

(
m+ ν

ν

)
xm .

Pero
∞∑
m=0

(
m+ ν

ν

)
xm =

(
1

1− x

)ν+1

cuando |x | < 1 ,

luego

Ψ(t, x) =
∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!
tν
(

x

1− x

)ν
1

1− x
=

1

1− x

∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!

(
tx

1− x

)ν
.

Finalmente

Ψ(t, x) =
1

1− x
exp

(
−tx

1− x

)
=
∞∑
n=0

Ln(t)

n!
xn (13.3)
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13.3. Relaciones de recurrencia

Reescribamos la definición de la función generatriz

exp

(
−tx

1− x

)
= (1− x)

∞∑
n=0

Ln(t)

n!
xn . (13.4)

Derivemos respecto a x:

−t
(1− x)2

exp

(
−tx

1− x

)
= (1− x)

∞∑
n=1

Ln(t)

(n− 1)!
x(n−1) −

∞∑
n=0

Ln(t)

n!
xn .

Usando (13.4) y comparando coeficientes de x,

Ln+1(t) + (t− 2n− 1)Ln(t) + n2Ln−1(t) = 0 (13.5)

De la misma manera, derivando (13.4) respecto a t, se obtiene

L′n(t)− n L′n−1(t) + n Ln−1(t) = 0 n ≥ 1 . (13.6)

13.4. Ecuación de Laguerre

Diferenciando dos veces (13.4) respecto a t,

L′′n+2(t) + (t− 2n− 3)L′′n+1(t) + (n+ 1)2L′′n(t) + 2L′n+1(t) = 0 . (13.7)

De (13.6) tenemos
L′n+1(t) = (n+ 1) [L′n(t)− Ln(t)] , (13.8)

de donde obtenemos, derivando nuevamente,

L′′n+1(t) = (n+ 1) [L′′n(t)− L′n(t)] . (13.9)

Cambiando n→ n+ 1,

L′′n+2(t) = (n+ 2)
[
L′′n+1(t)− L′n+1(t)

]
.

Usando (13.8) y (13.9),

L′′n+2(t) = (n+ 2)(n+ 1) [L′′n(t)− L′n(t)− L′n(t) + Ln(t)] ,

L′′n+2(t) = (n+ 2)(n+ 1) [L′′n(t)− 2L′n(t) + Ln(t)] . (13.10)

Reemplazando (13.8), (13.9) y (13.10) en (13.7),

(n+ 2)(n+ 1) [L′′n(t)− 2L′n(t) + Ln(t)] + (t− 2n− 3)(n+ 1) [L′′n(t)− L′n(t)]

+(n+ 1)2L′′n(t) + 2(n+ 1) [L′n(t)− Ln(t)] = 0

(n+ 1) (n+ 2 + t− 2n− 3 + n+ 1)L′′n(t) + (n+ 1) (2n− 4− t+ 2n+ 3 + 2)L′n(t)

+(n+ 1) (n+ 2− 2)Ln(t) = 0

(n+ 1) t L′′n(t) + (n+ 1) (1− t) L′n(t) + (n+ 1)n Ln(t) = 0 .
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Dividiendo por (n+ 1) obtenemos

t L′′n(t) + (1− t) L′n(t) + n Ln(t) = 0 (13.11)

Es decir, Ln(t) es una solución de la ecuación de Laguerre

t y′′(t) + (1− t) y′(t) + n y(t) = 0 . (13.12)

Consideremos esta ecuación, pero en una forma más general:

t y′′(t) + (1− t) y′(t) + λ y(t) = 0 .

Buscando soluciones del tipo

y(t) =
∞∑
ν=0

aνt
ν ,

es fácil demostrar que los aν satisfacen la siguiente relación de recurrencia:

aν+1 =
ν − λ

(ν + 1)2
aν .

Lo anterior tiene varias consecuencias:

(i) El coeficiente a0 puede elegirse libremente, quedando a1, a2, . . . aśı determinados por a0.
Se obtiene un espacio de soluciones de dimensión uno. Para encontrar la otra solución
linealmente independiente hay que analizar ecuaciones del tipo

f ′′ + p(z)f ′ + q(z)f = 0 .

Esto se hará en el caṕıtulo siguiente.

(ii) Al hacer el cuociente entre los coeficientes tenemos

aν+1

aν
=

1

ν
.

Esto implica radio de convergencia infinito para la serie.

(iii) Los valores λ = 0, 1, 2, 3, . . . son excepcionales: dan soluciones polinomiales.

(iv) Si λ 6∈ N0 todos los coeficientes de ı́ndice suficientemente grande son positivos o nega-
tivos. Esto implica un crecimiento muy rápido.

13.5. Ortogonalidad

Consideremos

I =

∫ ∞
0

tm Ln(t) e−t dt , con m < n .
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Sea m > 0, entonces

I =

∫ ∞
0

tm
dn

dtn
(
tn e−t

)
dt ,

integrando por partes,

tm
dn−1

dtn−1

(
tn e−t

)∣∣∣∣∞
0

−m
∫ ∞

0

tm−1 dn−1

dtn−1

(
tn e−t

)
dt .

Integrando n veces por partes se obtiene entonces

I = (−1)n m!

∫ ∞
0

dn−m

dtn−m
(
tn e−t

)
dt .

Si m < n,

I = (−1)n m!
dn−m−1

dtn−m−1

(
tn e−t

)∣∣∣∣∞
0

= 0 ,

luego ∫ ∞
0

Ln(t) Lm(t) e−t dt = 0 si m < n .

Por simetŕıa la integral va a ser nula siempre que m 6= n.
Si m = n, ∫ ∞

0

L2
n(t) e−t dt = (−1)n(−1)nn!

∫ ∞
0

tn e−t dt = (n!)2 .

Resumiendo ambos casos, ∫ ∞
0

Ln(t) Lm(t) e−t dt = (n!)2 δnm (13.13)

Basados en la relación de ortogonalidad (13.13) podemos definir un conjunto de funciones

ϕn(t) =
1

n!
Ln(t) e−t/2 . (13.14)

Claramente ∫ ∞
0

ϕn(t) ϕm(t) dt = δnm .

Es decir, el conjunto {ϕn(t)}n∈N0 corresponde a un conjunto de funciones ortonormales en el
intervalo [0,∞).

A partir de (13.14) podemos despejar los polinomios de Laguerre

Ln(t) = n! et/2ϕn(t) ,

y usando la ecuación diferencial (13.11) que satisfacen, encontramos la ecuación para las
funciones ϕn(t):

t ϕ′′n(t) + ϕ′n(t) +

(
n+

1

2
− t

2

)
ϕn(t) = 0 . (13.15)

Además, ϕn(t) satisface

ĺım
t→∞

ϕn(t) = 0 y ĺım
t→0

ϕn(t) <∞ .
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13.6. Polinomios asociados de Laguerre

Al diferenciar m veces la ecuación (13.11) obtenemos

t L(m+2)
n (t) + (m+ 1− t) L(m+1)

n (t) + (n−m) L(m)
n (t) = 0 .

Podemos definir un nuevo conjunto de polinomios

Lmn (t) =
dm

dtm
Ln(t) para n ≥ m , (13.16)

conocidos como los polinomios asociados de Laguerre. Los cuales son soluciones de la siguiente
ecuación diferencial:

t y′′(t) + (m+ 1− t) y′(t) + (n−m) y(t) = 0 . (13.17)

Algunos de los primeros polinomios son:

L1
1 = −1 ,

L1
2 = −4 + 2t , L2

2 = 2 ,

L1
3 = −18 + 18t− 3t2 , L2

3 = 18− 6t , L3
3 = −6 .

La función generatriz

Ψm(t, x) = (−1)mxm exp

(
−tx

1− x

)
= (1− x)m+1

∞∑
n=m

Lmn (t)

n!
xn . (13.18)

Utilizando esta ecuación podemos obtener las relaciones de recurrencia

d

dt
Lmn (t) = Lm+1

n (t) , (13.19)

Lmn+1(t) + (t− 2n− 1)Lmn (t) +m Lm+1
n (t) + n2Lmn−1(t) = 0 , (13.20)

Lmn (t)− n Lmn−1(t) + n Lm−1
n−1 (t) = 0 . (13.21)

Finalmente, en forma análoga a lo que hicimos con los polinomios de Laguerre podemos definir
las funciones ortogonales a partir de los polinomios asociados de Laguerre de la siguiente
forma:

Rn `(t) ≡ e−t/2 t` L2`+1
n+` (t) . (13.22)

Estas funciones satisfacen la ecuación diferencial

d2y(t)

dt2
+

2

t

dy(t)

dt
−
(

1

4
− n

t
+
`(`+ 1)

t2

)
y(t) = 0 . (13.23)

Esta ecuación aparece en Mecánica Cuántica al resolver el átomo de Hidrógeno. Espećıfica-
mente, corresponde a la ecuación radial de Schrödinger para la función de onda del átomo
de Hidrógeno.



Caṕıtulo 14

El problema de Sturm-Liouville

versión 26 octubre 2009

Una gran cantidad de problemas f́ısicos están descritos por ecuaciones diferenciales en
las que interviene un operador Laplaciano (la ecuación de Laplace, la ecuación de onda,
la ecuación de Schrödinger, etc.). Matemáticamente, estas ecuaciones corresponden a casos
particulares del problema de Sturm-Liouville, vale decir, ecuaciones de autovalores para un
un operador diferencial autoadjunto. Las propiedades que demostramos en general para los
polinomios ortogonales (Cap. 11), y reencontramos en dos casos particulares (Caps. 12 y
13), son en realidad propiedades generales de las soluciones de problemas de Sturm-Liouville,
como veremos en este caṕıtulo.

De hecho, este caṕıtulo tiene importancia no sólo porque permite mirar los resultados
obtenidos en los tres caṕıtulos anteriores desde una perspectiva general. En efecto, notemos
que, hasta el Caṕıtulo anterior, siempre hemos resuelto, en el fondo, el mismo problema:
sabiendo que el espacio de funciones es un espacio vectorial, expandir cualquier función
en una base (o, al menos, un conjunto ortogonal de vectores) de dicho espacio vectorial.
Primero lo hicimos para funciones exponenciales (serie de Fourier, transformada de Fourier,
transformada de Laplace), y luego para funciones polinomiales. Pero nunca hemos dicho nada
de cómo encontrar la base del espacio vectorial. Ése es precisamente el valor del Caṕıtulo
actual y los siguientes: tendremos un modo sistemático para encontrar la base del espacio de
funciones. Dicha base provendrá precisamente de resolver el problema de autovalores de un
operador diferencial autoadjunto.

14.1. Operadores diferenciales autoadjuntos

Consideremos el operador diferencial L de la forma:

Lu(x) =

[
p0(x)

d2

dx2
+ p1(x)

d

dx
+ p2(x)

]
u(x) , (14.1)

donde u(x) es una función compleja dos veces diferenciable, y los {pj(x)} son funciones reales
que cumplen:

p′′0(x), p′1(x), p2(x) existen y son continuas en [a, b].

151
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p0(x) no tiene ceros en (a, b).

p0(x) puede (y suele) tener ceros en los extremos del intervalo, y el intervalo [a, b] podŕıa
ser semi-infinito o infinito.

Consideremos una segunda función derivable dos veces, v(x). Definimos

〈v |L |u 〉 ≡ 〈v,Lu〉 =

∫ b

a

dx v∗(x)Lu(x) . (14.2)

Integrando por partes y usando la continuidad de p′0(x) y p1(x),∫ b

a

dx v∗(x)p1(x)u′(x) = v∗(x)u(x)p1(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

dx u(x)[v∗(x)p1(x)]′ ,

y∫ b

a

dx v∗(x)p0(x)u′′(x) = v∗(x)u′(x)p0(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

dx u′(x)[v∗(x)p0(x)]′

= {v∗(x)u′(x)p0(x)− u(x)[v∗(x)p0(x)]′}
∣∣∣∣b
a

+

∫ b

a

dx u(x)[v∗(x)p0(x)]′′ .

Entonces, podemos escribir

〈v |L |u 〉 =

∫ b

a

dx u(x)Lv∗(x)

+
{
u(x)v∗(x)[p1(x)− p′0(x)] + p0(x)[u′(x)v∗(x)− u(x)v∗′(x)]

}∣∣∣∣b
a

, (14.3)

donde

Lu(x) =
d2

dx2
[p0(x)u(x)]− d

dx
[p1(x)u(x)] + p2(x)u(x) , (14.4a)

Lu(x) =

{
p0(x)

d2

dx2
+ [2p′0(x)− p1(x)]

d

dx
+ [p2(x)− p′1(x) + p′′0(x)]

}
u(x) (14.4b)

es el operador adjunto a L.
Si

L = L , (14.5)

decimos que L es autoadjunto.
Comparando (14.1) y (14.4), se sigue que L es autoadjunto si y sólo si

2p′0(x)− p1(x) = p1(x)

y

[p1(x)− p′0(x)]′ = 0 ,
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es decir, si
p′0(x) = p1(x) . (14.6)

Muchos problemas interesantes corresponden a operadores autoadjuntos; por ejemplo, el
oscilador armónico simple, mientras que otros, como las ecuaciones de Hermite y Laguerre,
no. Sin embargo la teoŕıa de operadores diferenciales autoadjuntos de segundo orden es com-
pletamente general, pues cualquier operador de segundo orden puede ser transformado a una
forma autoadjunta. En efecto, puesto que p0(x) no tiene ceros en (a, b), consideremos

h(x) =
1

p0(x)
exp

[∫ x

x0

dt
p1(t)

p0(t)

]
,

y definamos

p0(x) = h(x)p0(x) ,

p1(x) = h(x)p1(x) .

Entonces

p0
′(x) =

d

dx
exp

[∫ x

x0

dt
p1(t)

p0(t)

]
=
p1(x)

p0(x)
exp

[∫ x

x0

dt
p1(t)

p0(t)

]
= p1(x) ,

es decir, h(x)L es autoadjunto.
Usando (14.6), y definiendo A(x) = p0(x), B(x) = p2(x), se sigue que todo operador

autoadjunto se puede escribir en la forma:

Lu(x) =
d

dx

[
A(x)

du(x)

dx

]
+B(x)u(x) . (14.7)

Además, para operadores autoadjuntos (14.3) queda

〈v |L |u 〉 =

∫ b

a

dx u(x)Lv∗(x) + A(x)[u′(x)v∗(x)− u(x)v∗′(x)]

∣∣∣∣b
a

. (14.8)

14.2. Operadores autohermı́ticos

Limitémonos ahora a un subespacio H de nuestro espacio de funciones, en el cual se
cumple

A(x)
du(x)

dx
v∗(x)

∣∣∣∣
x=a

= A(x)
du(x)

dx
v∗(x)

∣∣∣∣
x=b

, ∀ u, v ∈ H . (14.9)

Es inmediato mostrar que H es un espacio vectorial.
Entonces, de (14.8) se sigue que, si u(x), v(x) ∈ H, y si L es autoadjunto, entonces

〈v,Lu〉 =

∫ b

a

dx u(x)Lv(x) = 〈Lv, u〉 . (14.10)

Se dice entonces que L es autohermı́tico en H.
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14.3. Problema de autovalores

Sea w(x) una función real positiva, la cual a lo más puede tener ceros aislados en [a, b]
(función de peso). Consideremos la ecuación

Lu(x) + λw(x)u(x) = 0 , λ ∈ C , (14.11)

con determinadas condiciones de borde (en este caso, nos interesarán las condiciones que
determinan el subespacio H). Las soluciones de (14.11), debido precisamente a las condiciones
de borde, no existen para todo λ, sino para cierto número discreto {λi}i∈N, asociados a
ciertas funciones {ui}i∈N. Los λi se denominan autovalores y las funciones asociadas ui,
autofunciones.

Se pueden mostrar las siguientes propiedades:

Proposición 14.1 Los autovalores de un operador autohermı́tico son reales.

Demostración Sean λj, λk autovalores asociados a autofunciones uj(x), uk(x), respectiva-
mente. Entonces

Luj(x) + λjw(x)uj(x) = 0 ,

Lu∗k(x) + λ∗kw(x)u∗k(x) = 0 .

Multiplicando la primera ecuación por u∗k(x) e integrando en [a, b]:

〈uk,Luj〉+ λj

∫ b

a

dx u∗k(x)w(x)uj(x) = 0 .

Haciendo algo similar con la segunda ecuación, pero multiplicando por u∗j(x),

〈Luk, uj〉+ λk

∫ b

a

dx uj(x)w(x)u∗k(x) = 0 .

Restando ambas expresiones, y usando (14.10),

(λj − λ∗k)
∫ b

a

u∗k(x)w(x)uj(x) = 0 . (14.12)

Ahora, si j = k,

0 = (λj − λ∗j)
∫ b

a

|uj(x) |2w(x) .

Como w(x) ≥ 0, existen soluciones uj(x) no triviales si sólo si

λj = λ∗j ,

es decir, λj ∈ R.
q.e.d.
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Proposición 14.2 Las autofunciones de un operador autohermı́tico se pueden elegir orto-
gonales entre śı.

Demostración Si escogemos ahora λj 6= λk, entonces de (14.12) se sigue que

0 =

∫ b

a

dx u∗k(x)w(x)uj(x) ,

es decir uk(x) y uj(x) son ortogonales con función de peso w(x). (Incidentalmente, vemos
que la generalización del producto interno introducida en (11.1) emerge naturalmente al
considerar el problema de autovalores de un operador autohermı́tico.)

Por lo tanto, autofunciones asociadas a autovalores distintos son ortogonales. Sin embargo,
puede ocurrir que más de una autofunción esté asociada al mismo autovalor, es decir, que un
autovalor sea degenerado. Es fácil mostrar que las funciones asociadas a un mismo autovalor
forman un espacio vectorial. En efecto, si uj,1(x), uj,2 están asociadas al autovalor λj, se tiene

Luj,1 + λjw(x)uj,1 = 0 ,

Luj,2 + λjw(x)uj,2 = 0 .

Entonces una combinación lineal de ellas también es autofunción de L con el mismo autovalor:

L
∑
α=1,2

uj,α + λjw(x)
∑
α=1,2

uj,α =
∑
α=1,2

[Luj,α + λjw(x)uj,α] = 0 .

Por lo tanto, es posible encontrar una base ortogonal del subespacio asociado a λj (v́ıa Gram-
Schmidt). Procediendo aśı con todos los subespacios de degeneración, podemos finalmente
construir una base ortogonal para el espacio de funciones completo.

q.e.d.

Proposición 14.3 Las autofunciones de un operador autohermı́tico forman una base del
espacio H.

Demostración (Discusión)
La completitud de un conjunto de funciones usualmente se determina comparando con

una serie de Laurent. Por ejemplo, para polinomios ortogonales, es posible encontrar una
expansión polinomial para cada potencia de z:

zn =
n∑
i=0

aiPi(z) ,

donde Pi(z) es el i-ésimo polinomio. Una función f(z) se puede entonces expandir en una serie
de Laurent, y en definitiva en una combinación lineal de los polinomios Pi(z). Aśı, podemos
mostrar que la expansión polinomial existe y que es única. La limitación de este desarrollo
en serie de Laurent es que f(z) debe ser anaĺıtica. Las funciones pueden ser más generales
que eso (recordemos la expansión de la función “dientes de sierra” en series de Fourier, por
ejemplo). Una demostración de que nuestras autofunciones de problemas de Sturm-Liouville
son completas aparece en el libro de Courant y Hilbert [R. Courant y D. Hilbert, “Métodos
de la F́ısica Matemática”, Vol. 1, Cap. 6, Sec. 3].

q.e.d.
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14.4. Ejemplos de funciones ortogonales

Distintas elecciones del operador diferencial L (es decir, de las funciones A(x) y B(x) en
(14.7), de la función de peso w(x) en el problema de autovalores asociado, y del intervalo
[a, b] que determina las condiciones de borde (14.9), generan diversas funciones especiales.

Algunos ejemplos ya han aparecido en problemas f́ısicos de gran interés. Por ejemplo, el
oscilador armónico se puede ver como un problema de autovalores del operador diferencial

L =
d2

dt2
,

que evidentemente es autoadjunto, pues p0(t) = 1 y p1(t) = 0. En este caso, el problema de
autovalores se puede escribir

Lu(t) + ω2u(t) = 0 ,

que corresponde a un autovalor ω2, y una función de peso w(t) = 1, de modo que las au-
tofunciones debeŕıan ser ortogonales bajo el producto interno usual (que es efectivamente el
caso, pues las autofunciones son las exponenciales complejas).

También las ecuaciones de Hermite, de Laguerre, y de Laguerre asociada, se pueden escri-
bir en la forma de un problema de autovalores para un operador diferencial autoadjunto. Estas
y otras funciones ortogonales, de interés en problemas f́ısicos, y relacionadas con problemas
de autovalores, aparecen en la siguiente tabla:
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Caṕıtulo 15

Ecuaciones diferenciales con
singularidades

versión 9 noviembre 2009

La ecuación de Laplace —que aparece naturalmente en problemas de electrostática o
Mecánica Cuántica, por ejemplo— se puede resolver por separación de variables, y esto da,
para la parte radial en coordenadas esféricas, la ecuación

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+ k2R− QR

r2
= 0 ,

donde k y Q son constantes. Ésta es una ecuación diferencial con coeficientes que no sólo
no son constantes, sino que son singulares (en r = 0). Muchos otros problemas dan origen a
ecuaciones que son también de la forma

f ′′(z) + p(z)f ′(z) + q(z)f(z) = 0 . (15.1)

El problema de encontrar soluciones a este tipo de problemas es complejo. El estudio de las
las singularidades de p(z) y q(z) es útil pues permite clasificar las ecuaciones diferenciales, e
investigar la factibilidad de encontrar soluciones v́ıa expansión en serie (Teorema de Fuchs).
En este caṕıtulo veremos nociones útiles para trabajar con este tipo de ecuaciones; los aspectos
formales de esta discusión se encuentran en el caṕıtulo siguiente.

15.1. Puntos singulares

Consideremos ecuaciones diferenciales de la forma (15.1).
Algunas definiciones útiles:

1. z0 es un punto ordinario si p(z0) y q(z0) son finitas.

2. z0 es un punto singular si p(z) o q(z), o ambas, divergen si z → z0.

3. z0 es un punto regular o singular no esencial si p(z) o q(z) divergen si z → z0, pero
(z − z0)p(z) y (z − z0)2q(z) son finitas cuando z → z0.

159
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4. z0 es una singularidad irregular o esencial si (z − z0)p(z) o (z − z0)2q(z) divergen si
z → z0. Es decir, si p(z) diverge más rápido que 1/(z − z0), o q(z) diverge más rápido
que 1/(z − z0)2.

Estas definiciones son válidas para todo valor finito de z. El punto z → ∞ se trata
introduciendo el cambio de variables s = 1/z, y luego haciendo s→ 0. Con dicho cambio de
variables, (15.1) queda

s4d
2f

ds2
+

[
2s3 − s2p

(
1

s

)]
df

ds
+ q

(
1

s

)
f = 0 . (15.2)

con f(s) = f(z) = f(1/s). Luego, el comportamiento en z = ∞ (s = 0) está dado por el
comportamiento de los nuevos coeficientes

p(s) =
2s− p(1/s)

s2
, q(s) =

q(1/s)

s4
. (15.3)

Si son finitos, z =∞ es un punto ordinario. Si divergen como 1/s y 1/s2 o más lentamente,
respectivamente, z = ∞ es punto singular regular; si no, es un punto singular irregular o
esencial.

Ejemplo La ecuación de Bessel,

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 , (15.4)

sólo tiene una singularidad regular en x = 0, y una singularidad irregular o esencial en
x =∞.

15.2. Solución por serie: método de Frobenius

El método de expansión en serie permite encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales
lineales homogéneas de segundo orden. Siempre será posible encontrar una solución con este
método, siempre que la serie corresponda a una expansión en torno a un punto que sea
ordinario o punto singular regular.

Consideremos, por ejemplo, la ecuación del oscilador armónico:

d2y

dx2
+ ω2y = 0 . (15.5)

Introduzcamos una solución de la forma

y(x) = xk
∞∑
λ=0

aλx
λ , a0 6= 0 . (15.6)

Ya hicimos algo similar al estudiar las ecuaciones de Hermite y Laguerre en los caṕıtulos ante-
riores. En esos casos, k = 0. Ahora nos interesa el caso general. De hecho, k no necesariamente
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es un número entero. Entonces:

dy

dx
=
∞∑
λ=0

aλ(k + λ)xk+λ−1 ,

d2y

dx2
=
∞∑
λ=0

aλ(k + λ)(k + λ− 1)xk+λ−2 ,

de modo que, reemplazando en (15.5), se tiene

∞∑
λ=0

aλ(k + λ)(k + λ− 1)xk+λ−2 + ω2

∞∑
λ=0

aλx
k+λ = 0 . (15.7)

Esta igualdad implica que cada coeficiente, para todas las potencias de x, debe anularse. En
particular, el coeficiente de la menor potencia de x, xk−2:

a0k(k − 1) .

Puesto que a0 es el menor coeficiente no nulo de la serie,

k(k − 1) = 0 . (15.8)

Esta ecuación, que proviene de anular el coeficiente de la menor potencia de x en (15.7), se
denomina ecuación indicial. Sus ráıces son de gran importancia para nuestro análisis. Para
el oscilador armónico, las ráıces de la ecuación indicial son

k = 0 , k = 1 . (15.9)

Por otro lado, de (15.7) se sigue, al anular el coeficiente de xk+j, con j = λ+2, la relación
de recurrencia

aj+2 = −aj
ω2

(k + j + 2)(k + j + 1)
. (15.10)

Como en el caso de la ecuación de Hermite, esta relación de recurrencia determina o sólo los
términos pares, o sólo los impares, de modo que hay dos coeficientes arbitrarios, a0 y a1.

Ahora bien, volviendo a las ráıces de la ecuación indicial, si k = 0, entonces el coeficiente
de xk−2 en (15.7) se anula, y aśı a0 6= 0. Al mismo tiempo, el coeficiente de la siguiente
potencia de x, xk−1, es

a1(k + 1)k = 0 ,

que también se satisface si k = 0. Por tanto, en este caso ambos coeficientes son arbitrarios.
Para k = 1, en tanto, el coeficiente de xk−2 es cero, pero el de xk−1 no es cero a menos que
a1 = 0. Como a1 es arbitrario si k = 0, y necesariamente cero si k = 1, escojamos a1 = 0.
De este modo, todos los coeficientes impares de la serie desaparecen. (En principio podemos
temer pérdida de soluciones, pero el objetivo aqúı es encontrar al menos una solución; de
todos modos, los términos impares reaparecerán al considerar la segunda ráız de la ecuación
indicial.)
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Tomando entonces k = 0, la relación de recurrencia queda

aj+2 = −aj
ω2

(j + 2)(j + 1)
,

es decir,

a2 = −a0
ω2

1 · 2
= −ω

2

2!
a0 ,

a4 = −a2
ω2

3 · 4
=
ω4

4!
a0 ,

a6 = −a0
ω2

5 · 6
= −ω

6

6!
a0 ,

etc. Podemos ver entonces (y mostrar por inducción) que

a2n = (−1)n
ω2n

(2n)!
a0 , (15.11)

y la solución es

y(x)k=0 = a0

[
1− (ωx)2

2!
+

(ωx)4

4!
− (ωx)6

6!
+ · · ·

]
y(x)k=0 = a0 cos(ωx) . (15.12)

Con k = 1, en tanto, la relación de recurrencia es

aj+2 = −aj
ω2

(j + 3)(j + 2)
,

es decir

a2 = −a0
ω2

2 · 3
= −ω

2

3!
a0 ,

a4 = −a2
ω2

4 · 5
=
ω4

5!
a0 ,

a6 = −a0
ω2

6 · 7
= −ω

6

7!
a0 ,

que conduce a

a2n = (−1)n
ω2n

(2n+ 1)!
a0 . (15.13)

Aśı,

y(x)k=1 = a0x

[
1− (ωx)2

3!
+

(ωx)4

5!
− (ωx)6

7!
+ · · ·

]
=
a0

ω

[
(ωx)− (ωx)3

3!
+

(ωx)5

5!
− (ωx)7

7!
+ · · ·

]
y(x)k=1 =

a0

ω
sen(ωx) . (15.14)
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Por supuesto, hemos obtenido dos soluciones linealmente independientes que no son nin-
guna sorpresa, pero el método de Frobenius es general y nos permite estudiar cualquier
ecuación diferencial homogénea lineal de segundo orden. Sin embargo, obtener una solución
como una expansión en serie no significa que dicha solución sea aceptable: eso depende de si
converge o no, lo cual no está asegurado, y requiere un análisis separado.

En general, es posible usar este método expandiendo la solución en torno a un punto x0

arbitrario, en cuyo caso (15.6) es reemplazada por

y(x) =
∞∑
λ=0

aλ(x− x0)k+λ , a0 6= 0 . (15.15)

15.3. Limitaciones del método. Teorema de Fuchs

Para el oscilador armónico encontramos, mediante el método de Frobenius, las dos so-
luciones linealmente independientes que bastan para describir todo el espacio de soluciones.
¿Es siempre posible ello? La respuesta es no. Ya sabemos un caso en el que no es posible:
la ecuación de Laguerre (Sec. 13.4). Cuando introdujimos una solución en la forma de una
serie de Taylor, resultó una relación de recurrencia que determinaba todos los coeficientes
en términos del primero, y por tanto el método de Frobenius en este caso permite encontrar
sólo una solución. Más aún, ni siquiera está asegurado que, una vez determinados todos los
coeficientes, la serie sea convergente. En el caso de la ecuación de Laguerre (13.12), a menos
que la serie termine y sea en realidad un polinomio, la serie diverge.

¿Bajo qué condiciones es posible encontrar soluciones con el método de Frobenius? La
respuesta a esta pregunta involucra a las ráıces de la ecuación indicial y el grado de singula-
ridad de los coeficientes en la ecuación diferencial. Consideremos, a modo de ilustración, las
siguientes ecuaciones simples:

y′′ − 6

x2
y = 0 , (15.16)

y′′ − 6

x3
y = 0 , (15.17)

y′′ +
1

x
y′ − a2

x2
y = 0 , (15.18)

y′′ +
1

x2
y′ − a2

x2
y = 0 . (15.19)

En el primer caso, la ecuación indicial es

k2 − k − 6 = 0 ,

con soluciones k = 3, k = −2. El método de Frobenius no da una relación de recurrencia, de
modo que las dos soluciones son simplemente x3 y x−2.

El segundo caso difiere del primero sólo en una potencia de x en el coeficiente de y, pero
esto es suficiente para cambiar radicalmente la estructura del problema: la ecuación indicial
resulta ser

−6a0 = 0 ,
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lo que es imposible pues a0 6= 0. Aśı, vemos que en el caso (15.16), con una singularidad
regular en x = 0, el método de Frobenius da dos soluciones, pero simplemente no funciona
para (15.17), que tiene una singularidad esencial en x = 0.

Si ahora agregamos un término con primera derivada en la forma (15.18), se obtiene la
ecuación indicial

k2 − a2 = 0 ,

sin relación de recurrencia, de modo que las soluciones son xa y x−a.

Finalmente, si modificamos la ecuación anterior cambiando en 1 la potencia del coeficiente
de y′, ejemplo (15.19), se tiene la ecuación indicial

k = 0 ,

que arroja sólo un valor de k, y la relación de recurrencia

aj+1 = aj
a2 − j(j − 1)

j + 1
.

A menos que a sea tal que la serie se corte para algún j (es decir, si a = ±
√
n(n− 1), con

n ∈ N), se tiene

ĺım
j→∞

∣∣∣∣ aj+1

aj

∣∣∣∣ = ĺım
j→∞

j(j + 1)

j + 1
= ĺım

j→∞

j2

j
=∞ ,

es decir, la solución por serie diverge para todo x 6= 0.

Nuevamente nuestra solución tiene problemas con singularidades esenciales.

En general se puede mostrar que al menos una solución en forma de serie de potencias
se puede obtener, siempre que la expansión sea en torno a un punto ordinario o un punto
singular regular. Este resultado constituye el Teorema de Fuchs . Una demostración de este
teorema se encuentra en el Caṕıtulo 16. Se mostrará también en ese Caṕıtulo, y parcialmente
en la siguiente sección, que la obtención de una o dos soluciones a partir del método de
Frobenius depende de las ráıces de la ecuación indicial:

Si las dos ráıces de la ecuación indicial son iguales, se obtiene sólo una solución. (Ej.:
ecuación de Laguerre.)

Si las dos ráıces difieren en un número no entero, se obtienen dos soluciones linealmente
independientes.

Si las dos ráıces difieren en un número entero, la mayor de ellas da una solución. La
otra puede o no dar una solución dependiendo del comportamiento de los coeficientes.
Para el oscilador armónico se obtienen dos soluciones; para la ecuación de Bessel (15.4),
sólo una (Cap. 19).

En la siguiente sección desarrollaremos un método para encontrar una segunda solución
linealmente independiente en el caso que el método de Frobenius no nos la proporcione.
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15.4. Una segunda solución

15.4.1. Forma integral

Para una ecuación diferencial de segundo orden, el espacio de soluciones es un espacio
vectorial de dimensión dos. Dos soluciones y1 y y2 serán linealmente dependientes si

k1y1 + k2y2 = 0 , (15.20)

con ki no todos cero. Inversamente, si k1 = k2 = 0 es la única solución, entonces las soluciones
son linealmente independientes. Derivando (15.20) (yi es solución de una ecuación de segundo
orden, aśı que al menos es una vez diferenciable):

k1y
′
1 + k2y

′
2 = 0 . (15.21)

(15.20) y (15.21) son un conjunto de ecuaciones lineales, donde los coeficientes ki son desco-
nocidos. Este sistema tiene solución no nula si

W (x) ≡
∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ = 0 . (15.22)

W (x) se denomina el Wronskiano de las funciones yi. Si el Wronskiano es distinto de cero,
entonces las funciones yi son linealmente independientes. Si el Wronskiano es cero en un
cierto intervalo, entonces las funciones yi son linealmente dependientes en ese intervalo.

Aśı pues, supongamos que, por el método de Frobenius u otro, tenemos una solución y1(x).
El problema es ahora encontrar una segunda solución y2(x) tal que el Wronskiano de ambas
sea distinto de cero. Primero es fácil mostrar (ver Cap. 16) que si la ecuación diferencial tiene
la forma general

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 ,

entonces el Wronskiano de dos soluciones y1, y2 es

W ′ = −p(x)W , (15.23)

que podemos reescribir
dW

W
= −p(x)dx ,

lo que tiene sentido pues deseamos que W 6= 0. Integrando en un intervalo [a, x], para cierto
a,

ln
W (x)

W (a)
= −

∫ x

a

p(x1) dx1 ,

o
W (x) = W (a)e−

∫ x
a p(x1) dx1 . (15.24)

Por otro lado,

W (x) = y1y
′
2 − y′1y2 = y2

1

d

dx

(
y2

y1

)
, (15.25)

de modo que
d

dx

(
y2

y1

)
= W (a)

1

y2
1

e−
∫ x
a p(x1) dx1 .
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Integrando ahora en [b, x], para cierto b,

y2(x) = y1(x)W (a)

∫ x

b

1

[y1(x2)]2
e−

∫ x2
a p(x1) dx1 dx2 + y1(x)

y2(b)

y1(b)
.

El segundo término, no entrega nueva información, pues es proporcional a la solución cono-
cida, y no nos sirve para encontrar una linealmente independiente. Lo eliminamos entonces.
Además, W (a) es una constante, y como de todos modos y1(x) está determinada salvo una
constante de normalización, ponemos W (a) = 1, quedando entonces

y2(x) = y1(x)

∫ x 1

[y1(x2)]2
e−

∫ x2 p(x1) dx1 dx2 . (15.26)

Ésta es la segunda solución, linealmente independiente, que buscamos. Observemos que hemos
omitido la evaluación en el ĺımite inferior de las integrales. Al igual que antes, mantener el
ĺımite inferior contribuye con un término proporcional a la solución conocida y1(x).

Ejemplo Para el oscilador armónico, d2y/dx2 + y = 0, una solución es y1 = senx, obte-
niéndose

y2(x) = sen x

∫ x dx2

sen2 x2

= senx(− cotx) = − cosx .

15.4.2. Expansión en serie

Podemos reescribir la segunda solución obtenida (15.26) usando expansiones en serie para
y1(x) y p(x). De acuerdo al teorema de Fuchs, es posible encontrar una solución por serie
y1(x), si x = 0 no es singularidad esencial, y es de la forma

y1(x) = xα
∞∑
λ=0

aλx
λ , (15.27)

con α la mayor de las ráıces de la ecuación indicial. Por su parte, este teorema exige que, a
lo sumo, p(x) diverja como 1/x, y q(x) como 1/x2, en x = 0, luego

p(x) =
∞∑

i=−1

pix
i , (15.28)

q(x) =
∞∑

i=−2

qix
i . (15.29)

La ecuación indicial resulta ser:

k2 + (p−1 − 1)k + q−2 = 0 . (15.30)

Ésta tiene dos ráıces, que podemos escribir

k1 = α ,

k2 = α− n ,
(15.31)
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con n entero (el único caso problemático es cuando las ráıces difieren en un número entero).
Entonces

(k − α)(k − α + n) = 0 , (15.32)

Igualando coeficientes de k en (15.30) y (15.32), tenemos

p−1 − 1 = n− 2α . (15.33)

Reemplazando ahora (15.27) en (15.26),

y2(x) = y1(x)

∫ x e−
∫ x2
a

∑∞
i=−1 pix

i
1 dx1

x2α
2

(∑∞
λ=0 aλx

λ
2

)2 dx2 . (15.34)

En el término exponencial aparece la integral∫ x2

a

∞∑
i=−1

pix
i
1 dx1 = p−1 lnx2 +

∞∑
k=0

pk
k + 1

xk+1
2 + f(a) ,

con f cierta función. Luego

exp

(
−
∫ x2

a

∞∑
i=−1

pix
i
1 dx1

)
= e−f(a)x

−p−1

2 exp

(
−
∞∑
k=0

pk
k + 1

xk+1
2

)
.

El denominador en (15.34) se puede reescribir en general:x2α
2

(
∞∑
λ=0

aλx
λ
2

)2
−1

= x−2α
2

∞∑
λ=0

bλx
λ
2 ,

para ciertos coeficientes bλ. Aśı, despreciando factores constantes que pueden ser absorbidos
en W (a), y2(x) queda de la forma

y2(x) = y1(x)

∫ x

x
−p−1−2α
2

(
∞∑
λ=0

cλx
λ
2

)
dx2 ,

es decir, con (15.33),

y2(x) = y1(x)

∫ x

x−n−1
2

(
∞∑
λ=0

cλx
λ
2

)
dx2 ,

de modo que

y2(x) = y1(x)

∫ x

(c0x
−n−1
2 + c1x

−n
2 + c2x

−n+1
2 + · · ·+ cnx

−1
2 + · · · ) dx2 . (15.35)

Se aprecia entonces que la segunda solución es de la forma y1(x)s(x), con s(x) una función
que tiene dos partes:

Una serie de potencias, partiendo con x−n.
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Un término logaŕıtmico, proveniente de integrar x−1.

El término logaŕıtmico proviene del término con λ = n está presente sólo si λ = n en
(15.4.2), de modo que aparece sólo si n es un entero, a menos que cn, por casualidad, resulte
ser cero.

Puesto que la menor potencia de y1(x) es xα = xk1 , se sigue que, obviando el término
logaŕıtmico, la menor potencia de y2 es xα−n = xk2 (independiente de si n es entero o no).
Aśı, podemos escribir la segunda solución (absorbiendo el coeficiente c0 en la normalización
de y1(x)), en la forma

y2(x) = y1(x) ln(x) + xk2

∞∑
λ=0

dλx
λ . (15.36)

En otras palabras, si las dos ráıces de la ecuación indicial difieren en un número no
entero, las dos soluciones de la ecuación diferencial están dadas por el Ansatz del método
de Frobenius, determinadas por las dos ráıces de la ecuación indicial [(15.27) y (15.36), sin
el término logaŕıtmico]. Si las ráıces difieren en un número entero, una primera solución
está dada por el método de Frobenius, con la mayor de las ráıces, y a la segunda solución se
le agrega un término y1(x) ln(x).



Caṕıtulo 16

Ecuaciones diferenciales del tipo
f ′′ + p(z)f ′ + q(z)f = 0

versión 9 noviembre 2009

En este Caṕıtulo volveremos sobre algunos temas del anterior sobre ecuaciones diferen-
ciales con singularidades (Cap. 15), ahora desde un punto de vista más formal.

16.1. Soluciones en puntos regulares

Consideremos la ecuación diferencial

f ′′(z) + p(z)f ′(z) + q(z)f(z) = 0 . (16.1)

Sea D una región en el plano complejo. Sean p(z) y q(z) holomorfas en D. Sea z0 ∈ D.
En este caso se puede eliminar el término en f ′ en (16.1). Para ello consideramos

f(z) = g(z)e
− 1

2

∫ z
z0
p(z′) dz′ ≡ g(z)E . (16.2)

Puesto que

E ′ = −1

2
pE ,

E ′′ =

(
−p
′

2
+
p2

4

)
E ,

(16.1) se puede reescribir:

f ′′ + pf ′ + qf = E

(
g′′ + qg − p2g

4
− p′g

2

)
= 0 ,

es decir
g′′(z) + A(z)g(z) = 0 , (16.3)

con

A(z) = q(z)− p(z)2

4
− p′(z)

2
. (16.4)

169
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A(z) será anaĺıtica y univalente en D si p y q lo son. Supongamos entonces que esto se
satisface. Sea el origen 0 ∈ D. Entonces, en torno a z = 0:

A(z) =
∞∑
ν=0

aνz
ν , (16.5)

serie que tiene un cierto radio de convergencia r.
Planteamos para g(z) una solución de forma análoga:

g(z) =
∞∑
k=0

ckz
k . (16.6)

Debemos demostrar que ésta es efectivamente una solución, es decir, que esta serie es con-
vergente. Reordenando las series:

A(z)g(z) =
∞∑
lk

alckz
l+k =

∞∑
ν=0

ν∑
µ=0

aµcν−µz
ν .

(16.3) queda entonces

∞∑
ν=0

[
cν+2(ν + 1)(ν + 2) +

ν∑
µ=0

aµcν−µ

]
zν = 0 ,

hallando la fórmula recursiva:

cν+2 = − 1

(ν + 1)(ν + 2)

ν∑
µ=0

aµcν−µ . (16.7)

Es claro entonces que podemos elegir arbitraria e independientemente dos coeficientes, c0 y
c1.

Para probar la convergencia de la serie, mostraremos que (16.6) está acotada, en módulo,
por una serie convergente. Pero los coeficientes ck están dados, a su vez, por (16.7), que
involucra tanto a los ak como a los propios ck.

Para los ak, observamos que como (16.5) existe, entonces
∑∞

µ=0 | aµ | ρµ converge, es decir,
existe un M > 0 tal que

| aµ | ρµ < M , ∀µ , (16.8)

con 0 < ρ < r.
En cuanto a los ck, no podemos decir algo similar, precisamente porque estamos demos-

trando que (16.6) existe. Pero śı sabemos que los primeros ν de ellos [los únicos que aparecen
en la relación de recurrencia (16.7)], se pueden acotar, simplemente porque son un número
finito de elementos. Como no sabemos si la serie (16.6) es convergente, a lo sumo podemos
decir que dicha cota para cν depende de ν. Sea entonces

N(k) = máx{| c0 | , | c1 | ρ, . . . , | ck | ρk} , (16.9)
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es decir,

| cµ | ≤
N(k)

ρµ
, µ = 0, 1, . . . , k .

Usando la relación de recurrencia (16.7):

ck+1 = − 1

k(k + 1)

k−1∑
µ=0

cµak−1−µ ,

luego

| ck+1 | <
1

k(k + 1)

k−1∑
µ=0

N(k)

ρµ
M

ρk−1−µ =
1

k(k + 1)

N(k)

ρk−1
Mk

<
1

ρk+1

N(k)ρ2M

(k + 1)

Luego

| ck+1 | ρk+1 <
Mρ2

(k + 1)
N(k) < N(k) ∀k suficientemente grande.

Es decir, para k suficientemente grande, la misma cota que permite acotar a los primeros
k términos ckρ

k, permite también acotar al siguiente término. Por tanto, desde cierto k0 en
adelante,

N(k) = N(k + 1) = N(k + 2) = · · · = N ,

o sea

| ck | ρk ≤ N , k ≥ k0 .

Con ello,∣∣∣∣∣
∞∑

k=k0

ckz
k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=k0

| ck | | z |k =
∞∑

k=k0

| ck | ρk
(
| z |
ρ

)k
≤ N

∞∑
k=k0

(
| z |
ρ

)k
.

La última suma converge si | z | < ρ < r, luego
∑∞

k=0 ckz
k converge si | z | < r. Por lo tanto,

existe una solución de la forma (16.6). Este resultado sugiere el siguiente teorema.

Teorema 16.1 (Sin demostración) Toda solución de f ′′ + p(z)f ′ + q(z)f = 0 es anaĺıtica
por lo menos alĺı donde los coeficientes p(z) y q(z) lo son.

Como la ecuación diferencial es de grado dos, es necesaria la siguiente definición.

Definición 16.1 Dos funciones univalentes en D son linealmente dependientes (l.d.) si una
es múltiplo de la otra en D, i.e.

ψ1 = λψ2 .

Se dice que son linealmente independientes (l.i.) en D si en D ninguna es múltiplo de la
otra.
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Teorema 16.2 (Sin demostración) En un dominio D simplemente conexo, donde p(z) y
q(z) son holomorfas, las soluciones forman un espacio de dimensión dos.

Definición 16.2 El Wronskiano de dos soluciones de la ecuación (16.1) es

W (z) = W [ψ1(z), ψ2(z)] =

∣∣∣∣ψ1(z) ψ2(z)
ψ′1(z) ψ′2(z)

∣∣∣∣ . (16.10)

Evaluemos W ′:

W = ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1

W ′ = ψ1ψ
′′
2 − ψ2ψ

′′
1 = ψ1(−pψ′2 − qψ2)− ψ2(−pψ′1 − qψ1)

= −pψ1ψ
′
2 + pψ2ψ

′
1 = −p(ψ1ψ

′
2 − ψ2ψ

′
1) = −pW ,

W ′

W
= (lnW )′ = −p , (16.11)

luego

W (z) = Ce
−
∫ z
z0
p(z′) dz′

. (16.12)

Observemos que si W (z0) 6= 0, W (z) 6= 0 ∀z ∈ D. Observemos también que si p(z) = 0,
W (z) es constante. Éste es precisamente el caso de la ecuación de Schrödinger:[

− ~
2m

∂2

∂x2
+
(
V (x) + E

)]
ψ = 0 .

Proposición 16.1 Sean p(z) y q(z) holomorfas en D y univalentes. Entonces

a) W (z) = 0 ∀z ∈ D ⇐⇒ ψ1(z), ψ2(z) son l.d. en D.

b) ψ1(z), ψ2(z) son l.i. en D ⇐⇒ W (z) 6= 0 ∀z ∈ D.

Ejemplo Consideremos la ecuación

f ′′ − 2

z
f ′ +

2

z2
f = 0 ,

en un dominio D que no incluye el cero. En D,

p(z) = −2

z
, q(z) =

2

z2
,

son anaĺıticas, holomorfas.
Dos soluciones l.i. son

ψ1(z) = z , ψ2(z) = z2 .

El Wronskiano:
W = 2z2 − z2 = z2 6= 0 ∀z ∈ D .
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Conociendo ψ1 y ψ2, soluciones linealmente independientes de (16.1), podemos encontrar
p y q. En efecto, de (16.11)

p(z) = −W
′(z)

W (z)
. (16.13)

Y reemplazando este resultado en (16.1):

q(z) = −ψ
′′
i (z)

ψi(z)
− p(z)

ψ′i(z)

ψi(z)
, i = 1, 2 . (16.14)

Notemos que esto tiene mucho sentido. Conocer dos soluciones l.i. significa, en el fondo,
conocer todas las soluciones del problema, y por tanto es razonable esperar que conocer todas
las soluciones de un problema es equivalente a conocer la ecuación diferencial que define el
problema.

16.2. Soluciones en la vecindad de puntos singulares

Consideremos ahora la ecuación (16.1), pero sea ahora z0 un punto fuera del dominio D.
Sean ψ1, ψ2 base del espacio vectorial de soluciones de (16.1). ψ1 y ψ2 son anaĺıticas en D,
donde p y q lo son. Supongamos que p o q no son holomorfas en z0. ¿Qué ocurre con nuestras
soluciones si las prolongamos anaĺıticamente en torno al punto z0 y volvemos a D?:

✝ψ
1

ψ✝

2,

z 0

D

,ψ ψ
1 2

Al recorrer un circuito en torno a un punto singular aparecerá un problema de multiva-
lencia, de modo que en general ψ1 y ψ2 no recuperarán sus valores originales al completar el
circuito:

(ψ1, ψ2) −→x (ψ†1, ψ
†
2) .

La transformación es un endomorfismo de V en V . Después del viaje, las funciones base
quedan convertidas en ciertas combinaciones lineales de las funciones originales:

ψ†1 = a11ψ1 + a12ψ2 ,

ψ†2 = a21ψ1 + a22ψ2 ,

o bien (
ψ†1
ψ†2

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
ψ1

ψ2

)
. (16.15)

La matriz de la transformación se denomina matriz de circunvalación asociada a la base
{ψ1, ψ2}.
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Para que ψ†1 y ψ†2 sean l.i., y por tanto sigan siendo base de V , se debe cumplir que el
determinante de la matriz de circunvalación sea no nulo:

a11a22 − a12a21 6= 0 .

Nuestro propósito a continuación será encontrar bases “canónicas”, en el siguiente sentido:
deseamos construir una solución Φ de (16.1) tal que

Φ −→x Φ† = λΦ , λ = cte. (16.16)

Observemos, de hecho, que en principio la circunvalación en torno a z0, en general, puede
tanto amplificar como rotar las soluciones en el plano (si las imaginamos como vectores en
un espacio de dimensión dos), y dicha rotación no tiene por qué ser la misma para ambas
soluciones. En particular, entonces, una base ortonormal puede convertirse en una base ni
siquiera ortogonal. Aśı que este requerimiento sobre la solución Φ permite, al menos, que la
circunvalación preserve la ortogonalidad de la base.

Sea entonces {ψ1, ψ2} una base de soluciones. Entonces

Φ = b1ψ1 + b2ψ2 .

Luego del viaje:
λΦ = Φ† = b1ψ

†
1 + b2ψ

†
2 .

Con (16.15):
λ(b1ψ1 + b2ψ2) = (b1a11 + b2a21)ψ1 + (b1a12 + b2a22)ψ2 .

Siendo {ψ1, ψ2} l.i.:

(a11 − λ)b1 + a21b2 = 0 ,

a12b1 + (a22 − λ)b2 = 0 .

Existen soluciones no triviales si ∣∣∣∣a11 − λ a21

a12 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0 , (16.17)

es decir, nuestro problema corresponde a encontrar los autovalores de la matriz de circunva-
lación. (Algo esperable, por cierto.)

Sean ahora λ1 y λ2 las soluciones de esta ecuación. Existen dos posibilidades:

a) Sea λ1 6= λ2. En este caso podemos escoger la base tal que

ψ†1 = λ1ψ1 ,

ψ†2 = λ2ψ2 .

La matriz de circunvalación en la base canónica es diagonal:(
ψ†1
ψ†2

)
=

(
λ1 0
0 λ2

)(
ψ1

ψ2

)
. (16.18)

Es conveniente introducir la siguiente definición:
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Definición 16.3

σk =
1

2πi
lnλk . (16.19)

Entonces

(z − z0)σk −→x [(z − z0)σk ]† =
[
eσk ln(z−z0)

]†
= eσk[ln(z−z0)+2πi] = (z − z0)σke2πiσk = λk(z − z0)σk .

En resumen:

ψ†k = λkψk ,

[(z − z0)σk ]† = λk(z − z0)σk .

O sea el cuociente [
ψk

(z − z0)σk

]†
=

ψk
(z − z0)σk

,

es decir, queda univalente al dar la vuelta en torno al punto singular z0, luego este cuociente
admite un desarrollo de Laurent:

ψk(z)

(z − z0)σk
=

∞∑
ν=−∞

ckν(z − z0)ν .

En resumen: Si λ1 6= λ2, existe una base cuyo desarrollo en la vecindad del punto singular
z0 es:

ψ1(z) = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c1ν(z − z0)ν , (16.20)

ψ2(z) = (z − z0)σ2

∞∑
ν=−∞

c2ν(z − z0)ν . (16.21)

b) Si λ1 = λ2, estamos en un caso “incómodo”. Supongamos que la base transforma del
siguiente modo:

ψ1 −→x ψ
†
1 = λ1ψ1 ,

ψ2 −→x ψ
†
2 = a21ψ1 + a22ψ2 .

Matricialmente: (
ψ†1
ψ†2

)
=

(
λ1 0
a21 a22

)(
ψ1

ψ2

)
.

La ecuación de autovalores es:

(λ1 − λ)(a22 − λ) = 0 .

Para que λ1 = λ2 debe tenerse que λ1 = a22, es decir

ψ†2 = a21ψ1 + λ1ψ2 ,
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de donde
ψ†2

ψ†1
=
a21ψ1 + λ1ψ2

λ1ψ1

=
ψ2

ψ1

+
a21

λ1

. (16.22)

Afirmamos que

χ =
ψ2

ψ1

− a21

λ1

1

2πi
ln(z − z0) (16.23)

es univalente en torno a z0. En efecto, usando (16.22):

χ† =
ψ†2

ψ†1
− a21

λ12πi
[ln(z − z0) + 2πi] =

ψ2

ψ1

− a21

λ1

1

2πi
ln(z − z0) = χ .

Podemos entonces desarrollar en una serie de Laurent en torno a z0:

χ =
∞∑

µ=−∞

dµ(z − z0)µ ,

o bien

ψ2 = ψ1

∞∑
µ=−∞

dµ(z − z0)µ +
a21

2πiλ1

ψ1 ln(z − z0) .

Pero ψ1 es autovector de la matriz de circunvalación, por tanto tiene un desarrollo de
Laurent del tipo (16.20). Reordenando entonces las series, obtenemos:

ψ2 = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c2ν(z − z0)ν +
a21

2πiλ1

ψ1(z) ln(z − z0) .

Si a21 6= 0 podemos dividir ψ2 por a21, es decir, podemos tomar, sin pérdida de generalidad,
a21 = 1.

En resumen: Si λ1 = λ2 existe una base canónica cuyo desarrollo en la vecindad del
punto singular z0 es:

ψ1(z) = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c1ν(z − z0)ν , (16.24)

ψ2(z) = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c2ν(z − z0)ν +
1

2πiλ1

ψ1(z) ln(z − z0) . (16.25)

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 16.3 Si los coeficientes p(z) y q(z) son singulares en z0, entonces existen dos
soluciones l.i. que en la vecindad de z0 tienen la forma:
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a) Si λ1 6= λ2 (caso cómodo):

ψ1(z) = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c1ν(z − z0)ν , (16.26)

ψ2(z) = (z − z0)σ2

∞∑
ν=−∞

c2ν(z − z0)ν . (16.27)

b) Si λ1 = λ2 (caso incómodo):

ψ1(z) = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c1ν(z − z0)ν , (16.28)

ψ2(z) = (z − z0)σ1

∞∑
ν=−∞

c2ν(z − z0)ν +
1

2πiλ1

ψ1(z) ln(z − z0) . (16.29)

En estas expresiones,

σk =
lnλk
2πi

. (16.30)

El teorema nos dice por lo tanto que las soluciones de la ecuación diferencial son precisa-
mente de la forma que descubrimos en el Caṕıtulo anterior (dos series de potencia, o una serie
y un término logaŕıtmico), excepto por el hecho de que las series en (16.26)–(16.29) tienen
todas las potencias de z − z0, positivas y negativas, en cambio en el Cap. 15 hab́ıa una cota
inferior. La diferencia, desde luego, es que hasta el momento hemos tratado el problema de
modo completamente general. Sólo sabemos que z0 es un punto singular de p(x) y/o q(x),
pero no qué tipo de singularidad es. Ahora nos preocuparemos de ello.

Primero, veamos el caso en que un punto z0 del plano complejo es un punto de holomorf́ıa.

Definición 16.4 z0 es un punto de holomorf́ıa de la ecuación (16.1) si en z0 todas las solu-
ciones de esta ecuación son holomorfas.

Teorema 16.4 z0 es punto de holomorf́ıa si y sólo si p(z) y q(z) son holomorfas en z0.

Demostración

i) Si p(z) y q(z) son holomorfas en z0, entonces z0 es punto de holomorf́ıa.

Ya demostrado.

ii) Si z0 es punto de holomorf́ıa, entonces p(z) y q(z) son holomorfas en z0.

De (16.11) se tiene de inmediato que

p(z) = −W
′

W

es holomorfa (ya que W y W ′ son productos y sumas de funciones holomorfas, y W 6= 0,
pues las soluciones son l.i.). Y de (16.14), q(z) también debe ser holomorfa. El único
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problema podŕıa ocurrir si ψj(z) = 0 para algún z. Pero la otra función l.i. no puede
ser nula en el mismo punto (si lo fuese, el Wronskiano seŕıa nulo en ese punto, lo que
contradice la independencia lineal), y basta usar, en (16.14), entonces aquella función
que no es nula en ese punto.

q.e.d.

Ahora consideremos el caso en que z0 es un punto singular. Pero como sugieren los re-
sultados anteriores, no nos interesan singularidades cualesquiera. Introducimos entonces el
concepto de singularidad Fuchsiana.

Definición 16.5 Un punto es una singularidad Fuchsiana de (16.1) si en ese punto p(z) y q(z)
no son ambas holomorfas y si el desarrollo de Laurent de las soluciones (base canónica) tiene
una cantidad finita de términos de potencias negativas. Es decir, los cuocientes univalentes
son meromorfos.

Definición 16.6 Una función se dice meromorfa si es anaĺıtica en todo el plano complejo
excepto en un número finito de polos. Por ejemplo: z/[(z + 1)(z − 3)3].

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente importante teorema, el teorema
de Fuchs, que en el Cap. 15 sólo se mostró de manera cualitativa: bajo qué condiciones
es posible tener soluciones con un desarrollo en serie de Laurent con un número finito de
potencias negativas.

Teorema 16.5 (Fuchs) Para que z0 sea una singularidad Fuchsiana de (16.1) es necesario
y suficiente que p(z) tenga en z0 a lo sumo un polo simple y q(z) tenga en z0 a lo sumo un
polo doble, sin ser ambas holomorfas.

Demostración

i) Demostración de necesidad.

Sea z0 = 0 singularidad Fuchsiana de (16.1). Consideremos la base canónica:

ψ1(z) = zσ1

∞∑
ν=−n

c1νz
ν c1,−n 6= 0 ,

ψ2(z) = zσ2

∞∑
ν=−m

c2µz
µ + η ln(z)ψ1(z) c2,−m 6= 0 ,

donde

η =

0 caso cómodo
1

2πiλ1

caso incómodo

Con las definiciones

σ1 = σ1 − n ,
σ2 = σ2 −m ,
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podemos reescribir las series anteriores de modo que ambas comiencen en el ı́ndice cero:

ψ1(z) = zσ1

∞∑
µ=0

c1µz
µ c10 6= 0 ,

ψ2(z) = zσ2

∞∑
ν=0

c2νz
ν + η ln(z)ψ1(z) c20 6= 0 .

p(z) viene dado por (16.11). Observemos que

W = ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 =

(
ψ2

ψ1

)′
ψ2

1 .

Pero

ψ2

ψ1

= η ln z + zσ2−σ1

∞∑
ν=0

aνz
ν ,(

ψ2

ψ1

)′
=
η

z
+
∞∑
ν=0

(σ2 − σ1 + ν)aνz
ν+σ2−σ1−1 ,

luego

W =

(
η

z
+
∞∑
ν=0

(σ2 − σ1 + ν)aνz
ν+σ2−σ1−1

)(
zσ1

∞∑
ν=0

c1νz
ν

)2

,

lo que se puede reescribir siempre en la forma

W = zτ
∞∑
ν=0

bνz
ν , b0 6= 0 .

De aqúı,

W ′ =
∞∑
ν=0

(τ + ν)bνz
ν−1+τ =

1

z
zτ

∞∑
ν=0

(τ + ν)bνz
ν .

p(z) tiene entonces la forma:

p(z) = −W
′

W
=
−1

z

τb0 + (τ + 1)b1z + · · ·
b0 + b1z + · · ·

.

Si τ = 0, entonces p(z) es regular en z = 0. Si τ 6= 0, entonces p(z) = −τ/z+ · · · , luego
tiene un polo simple en z = 0.

De modo análogo podemos estudiar q(z), dado por (16.14). Por un lado, el factor

ψ′1
ψ1

=

∑∞
ν=0(σ1 + ν)c1νz

σ1+ν−1∑∞
ν=0 c1νzσ1+ν

=
1

z

σ1c10 + (σ1 + 1)z + · · ·
c10 + c11z + · · ·

tiene a lo sumo un polo simple en z = 0.

Por su parte, ψ′′1/ψ
′
1 tiene a lo sumo un polo simple en z = 0. Como p(z) también tiene

a lo sumo un polo simple en z = 0, se concluye que q(z) tiene a lo sumo un polo doble
en z = 0.
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ii) Demostración de suficiencia.

Supongamos que p(z) y q(z) tienen a lo sumo un polo simple y doble, respectivamente,
en z = 0. Reescribamos (16.1):

f ′′ +
P (z)

z
f ′ +

Q(z)

z2
f = 0 , (16.31)

con P (z) y Q(z) anaĺıticas:

P (z) =
∞∑
ν=0

pνz
ν , (16.32)

Q(z) =
∞∑
ν=0

qνz
ν . (16.33)

Planteamos una solución de la forma

f = zσ
∞∑
ν=0

cνz
ν =

∞∑
ν=0

cνz
ν+σ , c0 6= 0 . (16.34)

Entonces

f ′ =
zσ

z

∞∑
ν=0

cν(ν + σ)zν ,

f ′′ =
zσ

z2

∞∑
ν=0

cν(ν + σ)(ν + σ − 1)zν .

La ecuación diferencial nos queda:

∞∑
ν=0

cν(σ + ν)(σ + ν − 1)zν +

(
∞∑
µ=0

pµz
µ

)(
∞∑
ν=0

cν(σ + ν)zν

)

+

(
∞∑
µ=0

qµz
µ

)(
∞∑
ν=0

cνz
ν

)
= 0 . (16.35)

Comparando coeficientes para z = 0:

c0σ(σ − 1) + p0c0σ + q0c0 = 0 ,

es decir, se obtiene la llamada ecuación indicial :

σ(σ − 1) + p0σ + q0 = 0 (16.36)

Sean las ráıces de la ecuación indicial σ1 y σ2.

Definamos
Φ(σ) = σ(σ − 1) + p0σ + q0 ,
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de modo que
Φ(σ1) = Φ(σ2) = 0 .

Igualando los coeficientes de z1 en (16.35):

c1(σ + 1)σ + p0c1(σ + 1) + p1c0σ + q0c1 + q1c0 = 0 ,

c1[(σ + 1)σ + p0(σ + 1) + q0] = −c0(σp1 + q1) ,

c1Φ(σ + 1) = −c0(σp1 + q1) .

Análogamente, para zn, se obtienen ecuaciones de la forma:

cnΦ(σ + n) = · · ·

De este modo, si Φ(σ+n) 6= 0 para n = 1, 2, 3. . . , podemos dividir por Φ cada ecuación
y obtener los coeficientes de la serie.

El procedimiento para resolver (16.31) es entonces, primero, resolver la ecuación

Φ(σ) = 0 ,

para obtener σ1 y σ2.

Se pueden presentar dos casos:

I)
σ1 − σ2 6∈ Z . (16.37)

En este caso,
σ1 + n 6= σ2 ∀n ∈ Z ,

y por tanto
Φ(σi + n) 6= 0 ∀n ∈ Z , i = 1, 2 .

Es posible entonces obtener todos los coeficientes de la expansión en serie de la
solución. Pero además, (16.37) asegura que

σ1 6= σ2 ,

de modo que los coeficientes obtenidos por el método descrito son distintos en
general, y las dos soluciones resultantes son linealmente independientes.

II)
σ1 − σ2 ∈ Z . (16.38)

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

Reσ1 ≥ Reσ2 .

Entonces de (16.38) se sigue que

Φ(σ1 + n) 6= 0 ∀n ∈ N .
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Por tanto, el procedimiento anterior de dividir por Φ(σ1+n) es válido, obteniéndose
la solución asociada a σ1.

Para σ2, por su parte, puede haber problemas, pues Φ(σ2 + n) = 0 cuando n =
σ1− σ2 y no se pueden obtener los coeficientes de la solución. Esto significa que la
solución no es de la forma (16.34), y se necesita la expresión más general, con un
término logaŕıtmico. De todos modos z = 0 será singularidad Fuchsiana.

q.e.d.

16.3. Singularidades en infinito

Consideremos el cambio de variable

s =
1

z
(16.39)

en la ecuación (16.1), y definamos

f(s) = f(z) = f

(
1

s

)
. (16.40)

Se tiene

ds

dz
= − 1

z2
= −s2 ,

df

dz
=
df

ds

ds

dz
= −s2df

ds
,

d2f

dz2
= s4d

2f

ds2
+ 2s3df

ds
,

de modo que f satisface:

d2f

ds2
+

2s− p(1/s)
s2

df

ds
+
q(1/s)

s4
f = 0 . (16.41)

Este resultado nos conduce a la siguiente definición:

Definición 16.7 Infinito es punto de holomorf́ıa de (16.1) si cero lo es de (16.41).

Proposición 16.2 Infinito es punto de holomorf́ıa de (16.1) si:

a) 2s − p(1/s) tiene en cero un lugar nulo de multiplicidad doble o mayor (es decir,
2s− p(1/s) ∼ sn, con n ≥ 2, cuando s→ 0).

b) q(1/s) tiene en cero un lugar nulo de multiplicidad cuádruple o mayor.

Demostración Es inmediata del teorema 16.4 y de la forma de (16.41).

Análogamente definimos la singularidad Fuchsiana en infinito:
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Definición 16.8 Infinito es singularidad Fuchsiana de (16.1) si cero lo es de (16.41).

Proposición 16.3 Infinito es singularidad Fuchsiana de (16.1) si no es punto de holomorf́ıa
y al menos

a) q(1/s) tiene un lugar nulo doble en s = 0.

b) p(1/s) tiene un lugar nulo simple en s = 0.

Demostración Inmediata del teorema de Fuchs 16.5 y de la forma de (16.41).

16.4. Ejemplos

1) Ecuación diferencial de Laguerre:

zf ′′ + (1− z)f ′ + nf = 0 , (16.42)

o, equivalentemente,

f ′′ +
1− z
z

f ′ +
nz

z2
f = 0 . (16.43)

Claramente z = 0 es singularidad Fuchsiana. En cuanto a z =∞, observemos que p(1/s) es
holomorfo en s = 0:

p

(
1

s

)
=

1− (1/s)

(1/s)
= s− 1 ,

de modo que z =∞ no es singularidad Fuchsiana.
Siguiendo las definiciones (16.31), (16.32) y (16.33) para la ecuación de Laguerre

P (z) = 1− z , Q(z) = nz ,

luego

p0 = 1 , q0 = 0 .

La ecuación indicial es entonces

σ(σ − 1) + σ = 0

σ2 = 0

σ1 = σ2 = 0

Estamos pues en el caso incómodo.
En el Cap. 13, Polinomios de Laguerre, ya hab́ıamos encontrado la primera solución, de

la forma

Ψ1(z) = zσ1

∞∑
ν=0

dνz
ν . (16.44)
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Corresponde a los polinomios de Laguerre Ln. Falta encontrar la segunda solución, lineal-
mente independiente con Ln:

Ψ2(z) =
∞∑
ν=0

fνz
ν + Ψ1(z) ln(z) . (16.45)

El primer polinomio de Laguerre es Ln=0 = 1, de modo que:

Ψ2(z) = ln(z) +
∞∑
ν=0

fνz
ν , n = 0 . (16.46)

Reemplazando en (16.42):

0 = z

(
− 1

z2
+
∞∑
ν=2

fνν(ν − 1)zν−2

)
+ (1− z)

(
1

z
+
∞∑
ν=1

fννz
ν−1

)

0 = −1 +
∞∑
ν=2

fνν(ν − 1)zν−1 +
∞∑
ν=1

fννz
ν−1 −

∞∑
ν=1

fννz
ν

Se sigue la relación de recurrencia:

fν+1(ν2 + 2ν + 1) = fνν , ν ≥ 1 ,

fν+1 =
fνν

(ν + 1)2
.

Escogiendo
f1 = 1 ,

se obtiene

fn =
(n− 1)!

(n!)2
=

1

n · n!
.

Aśı, las dos soluciones linealmente independientes de la ecuación de Laguerre para n = 0 son:

Ψ1(z) = L0(z) = 1 ,

Ψ2(z) = ln(z) +
∞∑
n=1

zν

ν · ν!
.

2) La ecuación

z2f ′′ + z

(
z − 1

2

)
f ′ +

1

2
f = 0

tiene una singularidad Fuchsiana en z = 0. La ecuación indicial es:

σ(σ − 1)− 1

2
σ +

1

2
= 0 ,

luego

σ1 =
1

2
, σ2 = 1 y σ1 6= σ2 .
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i) Obtengamos la primera solución l.i., con σ = 1/2. En este caso

f =
√
z

∞∑
ν=0

aνz
ν =

∞∑
ν=0

aνz
ν+1/2 .

Sustituyendo en la ecuación y comparando potencias de z obtenemos la relación de
recurrencia

aν = −aν−1

ν
, ν ≥ 1 .

Tomando a0 = 1:

a1 = −1 , a2 =
1

2
, a3 = − 1

2 · 3
= − 1

3!
, . . . ,

aν = (−1)ν
1

ν!
.

Luego

f(z) =
√
z
∞∑
ν=0

(−1)νzν

ν!
= e−z

√
z .

ii) La segunda solución corresponde a σ = 1:

f(z) =
∞∑
ν=0

aνz
ν+1 .

Obtenemos la relación de recurrencia

aν = − aν+1

ν + 1/2
, ν ≥ 1 .

Tomando a0 = 1, resulta

aν = (−1)ν
2ν

(2ν + 1)!!
,

f(z) = z

∞∑
ν=0

(−2z)ν

(2ν + 1)!!
.

16.5. Ecuaciones con n ≤ 3 singularidades Fuchsianas

Nuestro objetivo ahora será encontrar el tipo de ecuación (16.1) más general tal que sea
holomorfa en todo el plano “completo” (es decir, incluyendo infinito), salvo en 0, 1, 2 ó 3
singularidades Fuchsianas, una de las cuales podŕıa estar en infinito. Esto es, p(z), q(z),
p(1/s) y q(1/s) deben ser meromorfas.
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Proposición 16.4 Para que la ecuación (16.1) tenga sólo singularidades Fuchsianas es ne-
cesario y suficiente que se cumplan las siguientes condiciones:

p(z) =
n∑
k=1

Ak
z − αk

, (16.47a)

q(z) =
n∑
k=1

[
Bk

(z − αk)2
+

Ck
(z − αk)

]
, (16.47b)

n∑
k=1

Ck = 0 . (16.47c)

Demostración Para que α1, α2, . . . , αn sean singularidades Fuchsianas, se debe tener que
p(z) a lo sumo tenga un polo de primer orden y q(z) a lo sumo uno de segundo orden:

p(z) =
P (z)

(z − α1) · · · (z − αn)
, (16.48a)

q(z) =
Q(z)

(z − α1)2 · · · (z − αn)2
, (16.48b)

donde P (z) y Q(z) son funciones regulares.
Para que z =∞ sea a lo sumo singularidad Fuchsiana, se debe tener que

p

(
1

s

)
= a1s+ a2s

2 + · · ·

q

(
1

s

)
= a0s

2 + a3s
3 + · · ·

Pero, de (16.48),

p

(
1

s

)
= sn

P (1/s)

(1− sα1) · · · (1− sαn)
∼ snP

(
1

s

)
, si s→ 0 ,

de modo que la mayor potencia de 1/s en P (1/s) debe ser 1/sn−1. Es decir, P (z) debe ser un
polinomio al menos un grado inferior al grado del denominador de p(z). Un análisis similar
conduce a que el grado de Q(z) es al menos dos grados inferior al grado del denominador de
q(z).

De esto se sigue que podemos descomponer p(z) y q(z) en fracciones parciales en la forma:

p(z) =
n∑
k=1

Ak
z − αk

,

q(z) =
n∑
k=1

[
Bk

(z − αk)2
+

Ck
(z − αk)

]
,

n∑
k=1

Ck = 0 .
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La última condición viene de exigir que el grado de Q(z) sea al menos dos grados inferior al del
denominador de q(z). En efecto, al sumar las fracciones parciales, los términos que contienen
Ck son de la forma Ck(z − αk)

∏n
j 6=k(z − αj)2, que tiene grado 1 + 2 · (n− 1) = 2n− 1, que

es sólo un grado inferior al grado del denominador. La mayor potencia de z aparece en un
término de la forma z2n−1

∑n
k=1 Ck. Por otro lado, los términos que contienen Bk son de la

forma Bk

∏n
j 6=k(z − αj)2, de grado 2 · (n− 1) = 2n− 2 a lo sumo. Por tanto, el numerador es

de grado 2n− 2 o inferior si
∑n

k=1Ck = 0.
q.e.d.

Ahora revisemos cada uno de los casos que nos interesan.

16.5.1. n = 0 singularidades Fuchsianas

Para que p(z) y q(z) no tengan singularidades deben ser de la forma:

p(z) = p0 + p1z + p2z
2 + · · ·

q(z) = q0 + q1z + q2z
2 + · · ·

De este modo

p

(
1

s

)
= p0 + p1

1

s
+ p2

1

s2
+ · · ·

q

(
1

s

)
= q0 + q1

1

s
+ q2

1

s2
+ · · ·

Pero entonces 2s − p(1/s) tiene un cero en s = 0 sólo si p(1/s) = 0, y q(1/s) tiene un cero
en s = 0 sólo si q(1/s) = 0. Luego, por la Proposición 16.2, z = ∞ puede ser punto de
holomorf́ıa sólo si

p(z) = q(z) = 0 .

Sin embargo, esta condición implica a su vez que infinito es singularidad Fuchsiana (Propo-
sición 16.3). Esto es una contradicción, luego no existen ecuaciones de la forma (16.1) sin
singularidades Fuchsianas.

16.5.2. n = 1 singularidades Fuchsianas, en z =∞
De lo dicho en la Subsección 16.5.1, si la ecuación (16.1) tiene una única singularidad

Fuchsiana, y localizada en z =∞, entonces

p(z) = q(z) = 0 ,

de donde, en (16.47)
Ak = Bk = Ck = 0 .

La ecuación con una singularidad Fuchsiana en z =∞ es pues

f ′′ = 0 , (16.49)

y su solución es
f(z) = c1 + c2z . (16.50)
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16.5.3. n = 1 singularidades Fuchsianas, en z = 0

En este caso n = 1 en (16.47), y por tanto, de (16.47c),

C1 = 0 .

Luego, escribiendo A1 = A y B1 = B,

p(z) =
A

z
, q(z) =

B

z2
,

y la ecuación es de la forma:

f ′′ +
A

z
f ′ +

B

z2
f = 0 .

Pero z =∞ es punto de holomorf́ıa, de modo que (Proposición 16.2)

a)

2s− p
(

1

s

)
= 2s− As

debe tener al menos un lugar nulo doble en s = 0, vale decir,

A = 2 .

b)

q

(
1

s

)
= Bs2

debe tener al menos un lugar nulo cuádruple en s = 0, luego

B = 0 .

La ecuación con una singularidad Fuchsiana en z = 0 es entonces

f ′′ +
2

z
f ′ = 0 . (16.51)

Sus soluciones:

f1 = c1 ,

f2 =
c2

z
.

(16.52)

16.5.4. n = 2 singularidades Fuchsianas, en z = 0 y z =∞
En este caso n = 1 en (16.47), de modo que C1 = 0. Escribamos A1 = A y B1 = B. Para

que infinito sea singularidad Fuchsiana, de la Proposición 16.3 se sigue que 2s − p(1/s) =
2s − As debe tener un lugar nulo simple en s = 0 y q(1/s) = Bs2 debe tener un lugar nulo
doble en s = 0. Ambas condiciones se cumplen, de modo que no hay nuevas restricciones
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sobre A y B. La ecuación más general con dos singularidades Fuchsianas, una de ellas en
infinito, es la ecuación diferencial de Euler :

f ′′ +
A

z
f ′ +

B

z2
f = 0 (16.53)

Determinemos sus soluciones. La ecuación indicial es

σ(σ − 1) + Aσ +B = 0 .

Sean σ1 y σ2 las dos soluciones de ella:

σ1 =
1

2

(
1− A+

√
(1− A)2 −B2

)
,

σ2 =
1

2

(
1− A−

√
(1− A)2 −B2

)
.

1) Caso σ1 6= σ2 (caso cómodo).
En cualquier dominio de conexión simple que no contiene al cero zσ1 y zσ2 son dos solu-

ciones l.i. La solución general es

f = c1z
σ1 + c2z

σ2 . (16.54)

2) Caso σ1 = σ2 (caso incómodo).
Una solución no trivial es:

f1 = zσ1 .

La otra viene dada por:

f2 = zσ1 ln z ,

como es fácil comprobar reemplazando en (16.53).
La solución general en este caso es entonces

f = c1z
σ1(1 + c2 ln z) . (16.55)

16.5.5. n = 2 singularidades Fuchsianas, en z = a y z = b, holomorfa
en infinito

La ecuación y sus soluciones se obtienen del caso anterior por medio de la transformación:

z −→ z − a
z − b

. (16.56)

En efecto, bajo esta transformación:

0 −→ a ,

∞ −→ b .
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La ecuación diferencial queda de la forma:

f ′′ +
2z − 2aA(a− b)
(z − a)(z − b)

f ′ +
B(a− b)2

(z − a)2(z − b)2
f = 0 ,

lo que se puede reescribir, con las definiciones adecuadas,

f ′′ +
2z + A

(z − a)(z − b)
f ′ +

B

(z − a)2(z − b)2
f = 0 . (16.57)

Las soluciones se obtienen simplemente aplicando la transformación (16.56) a la solución
hallada en la Subsección 16.5.4:

1) Caso cómodo:

f = c1

(
z − a
z − b

)σ1

+ c2

(
z − a
z − b

)σ2

. (16.58)

2) Caso incómodo:

f = c1

(
z − a
z − b

)σ1
[
1 + c2 ln

(
z − a
z − b

)]
. (16.59)



Caṕıtulo 17

Funciones hipergeométricas

versión 9 noviembre 2009

En el caṕıtulo anterior encontramos la forma general de todas las ecuaciones con n < 3
singularidades Fuchsianas. En éste estudiaremos el siguiente caso en complejidad: n = 3.
Escribiremos la forma general de una ecuación con tres singularidades Fuchsianas, y la resol-
veremos. La ecuación hipergeométrica será la ecuación con mayor número de singularidades
Fuchsianas que estudiaremos, pero será suficiente para nuestros propósitos, dada la riqueza
de sus soluciones. De hecho, muchas funciones especiales que ya hemos visto o que veremos
en los caṕıtulos siguientes se pueden escribir como casos particulares de funciones hiper-
geométricas, de modo que la función hipergeométrica puede ser vista como la solución para
una gran familia de problemas de interés en F́ısica.

17.1. La ecuación hipergeométrica general

Consideremos la ecuación diferencial

Ψ′′ + p(z)Ψ′ + q(z)Ψ = 0 , (17.1)

con tres singularidades fuchsianas localizadas en:

z1 = A , z2 = B , z3 = C ,

y con z =∞ punto de holomorf́ıa.
Para que la ecuación (17.1) tenga singularidades fuchsianas, p(z) debe tener a lo más un

polo simple en cada una de ellas, tomando la forma:

p(z) =
h

z − A
+

k

z −B
+

l

z − C
. (17.2)

Para que z =∞ sea punto de holomorf́ıa

2s− p
(

1

s

)
= 2s− hs

1− As
− ks

1−Bs
− ls

1− Cs
, (17.3)

191
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debe tener a lo menos un lugar nulo doble en s = 0. Lo anterior implica que

0 = 2s− p
(

1

s

)
' 2s− hs(1 + As)− ks(1−Bs)− ls(1− Cs) + · · ·

= (2− h− k − l)s+ · · · , s ∼ 0 ,

es decir, las constantes debe satisfacer la condición h+ k + l = 2. La caracteŕıstica de singu-
laridades fuchsianas impone sobre la función q(z) a lo más polos dobles en las singularidades,
es decir,

q(z) =
Q(z)

(z − A)2(z −B)2(z − C)2
, (17.4)

y para que infinito sea punto de holomorf́ıa q(1/s) debe tener a lo menos un lugar nulo
cuádruple en s = 0. Luego a lo sumo Q(z) debe ser un polinomio de grado 2. En efecto, si es
aśı,

q(z) =
a+ bz + cz2

(z − A)2(z −B)2(z − C)2
=

a+ b/s+ c/s2

(1/s− A)2(1/s−B)2(1/s− C)2
,

=
as2 + bs+ c

(1− As)2(1−Bs)2(1− Cs)2

1/s2

1/s6
= s4 as2 + bs+ c

(1− As)2(1−Bs)2(1− Cs)2
.

(17.5)

Esto claramente no impone nuevas restricciones sobre q(z), la cual podemos escribir de forma
general como:

q(z) =
Q(z)

(z − A)(z −B)(z − C)

[
1

(z − A)(z −B)(z − C)

]
=

(
H

z − A
+

K

z −B
+

L

z − C

)[
1

(z − A)(z −B)(z − C)

]
.

(17.6)

Reemplazando la forma general de p(z) y q(z) dadas en (17.2) y (17.6) en (17.1) obtenemos
la ecuación hipergeométrica general:

Ψ′′ +

[
h

z − A
+

k

z −B
+

l

z − C

]
Ψ′

+

(
H

z − A
+

K

z −B
+

L

z − C

)[
1

(z − A)(z −B)(z − C)

]
Ψ = 0 ,

(17.7)

con h+ k + l = 2, i.e. 5 constantes libres.

17.2. Ecuación indicial

Consideremos la singularidad fuchsiana en z = A, su ecuación indicial corresponde a:

σ(σ − 1) + hσ +
H

(A−B)(A− C)
= 0 . (17.8)

Sean α y α′ las dos soluciones de esta ecuación, entonces

α + α′ = 1− h y αα′ =
H

(A−B)(A− C)
.
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Análogamente sean β y β′ y γ y γ′ las soluciones respectivas de la ecuación indicial en las
singularidades fuchsianas z = B y z = C, con

β + β′ = 1− k , ββ′ =
K

(B − A)(B − C)
,

γ + γ′ = 1− l , γγ′ =
L

(C − A)(C −B)
.

Tenemos α + α′ + β + β′ + γ + γ′ = 3− k − l − h = 3− (k + l + h) = 3− 2 = 1.
De lo anterior podemos eliminar de la ecuación hipergeométrica los coeficientes h, k, l,

H, K, L y escribirla en función de α, α′, β, β′, γ y γ′

Ψ′′ +

[
1− α− α′

z − A
+

1− β − β′

z −B
+

1− γ − γ′

z − C

]
Ψ′ −

[
(C − A)(A−B)(B − C)

(z − A)(z −B)(z − C)

]
×
(

αα′

(z − A)(B − C)
+

ββ′

(z −B)(C − A)
+

γγ′

(z − C)(A−B)

)
Ψ = 0 ,

(17.9)

con singularidades fuchsianas en z1 = A, z2 = B y z3 = C y 5 constantes independientes, ya
que tenemos la restricción de que

α + α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1 .

La solución más general de esta ecuación es la llamada función P de Riemann la cual deno-
tamos por

Ψ(z) = P


A B C
α β γ z
α′ β′ γ′

 . (17.10)

17.3. Ecuación diferencial de Gauss

Consideremos el caso particular z1 = A = 0, z2 = B = 1 y z3 = C → ∞. Elegimos
además α′ = β′ = 0, obteniendo

Ψ′′ +

[
1− α
z

+
1− β
z − 1

]
Ψ′ +

γγ′

z(z − 1)
Ψ = 0 . (17.11)

Las constantes deben satisfacer α+ β + γ + γ′ = 1, lo cual deja sólo tres constantes indepen-
dientes. La ecuación (17.11) es conocida como ecuación diferencial de Gauss y su solución,
escrita como función P de Riemann, es:

Ψ(z) = P


0 1 ∞
α β γ z
0 0 γ′

 . (17.12)

Haciendo un cambio de notación

1− α = c , γ = a , γ′ = b .
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Podemos despejar β a partir de la condición que satisfacen las ráıces de la ecuación indicial,

β = 1− α− γ − γ′ = c− a− b ,

luego, la ecuación diferencial de Gauss (17.11) queda de la forma

Ψ′′ +
(1 + a+ b)z − c

z(z − 1)
Ψ′ +

ab

z(z − 1)
Ψ = 0 . (17.13)

Su solución, escrita como función P de Riemann

Ψ(z) = P


0 1 ∞

1− c c− a− b a z
0 0 b

 . (17.14)

Busquemos soluciones de (17.13) de la forma

Ψ(z) =
∞∑
ν=0

dνz
ν , con d0 = 1. (17.15)

Recordemos que z = 0 es singularidad fuchsiana de (17.13) y las ráıces de la ecuación indicial
corresponden a σ1 = 0 y σ2 = 1− c. Podemos reescribir (17.13) de la forma

z(z − 1)Ψ′′ + [(1 + a+ b)z − c]Ψ′ + abΨ = 0 , (17.16)

Reemplazando la serie (17.15) en (17.16) e igualando potencias del mismo orden, obtenemos
una relación de recurrencia para los coeficientes dν ,

dν+1 =
(ν + a)(ν + b)

(ν + c)(ν + 1)
dν , para ν = 0, 1, 2, . . . . (17.17)

La exclusión de c = 0,−1,−2, . . ., no es siempre necesaria, ya que es posible que se anule el
numerador.

Definición 17.1 Definimos la función hipergeométrica 2F1 (a, b, c ; z), por la siguiente serie:

2F1 (a, b, c ; z) = 1 +
ab

c
z +

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)2!
z2 + · · · . (17.18)

La serie geométrica es un caso particular de la anterior

2F1 (1, b, b ; z) =
∞∑
ν=0

zν .

El radio de convergencia de la serie hipergeométrica es igual a uno, exceptuando el caso
cuando a o b son iguales a cero o a un entero negativo, en tal caso el radio de convergencia
es infinito.

Observando (17.17), se sigue que 2F1 (a, b, c ; z) es solución de (17.13), correspondiendo al
ı́ndice σ1 = 0.
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Busquemos ahora la otra solución linealmente independiente correspondiente a la solución
de la ecuación indicial σ2 = 1− c. Planteamos

Ψ(z) = z1−cφ(z) , c 6= 1 ,

Ψ′(z) = (1− c)z−cφ(z) + z1−cφ′(z) ,

Ψ′′(z) = −(1− c)cz−c−1φ(z) + 2(1− c)z−cφ′(z) + z1−cφ′′(z) .

Reemplazando en (17.16)

z(z − 1)φ′′ + [(a+ b− 2c+ 3)z − (2− c)]φ′ + (a− c+ 1)(b− c+ 1)φ = 0 . (17.19)

Sustituyendo

c→ 2− c , a→ a− c+ 1 , b→ b− c+ 1 ,

se obtiene la ecuación hipergeométrica de Gauss, por lo tanto la solución para φ(z) en (17.19)
es:

φ(z) = 2F1 (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c ; z) , con c 6= 2 ,

luego la otra solución de (17.13) es

Ψ(z) = z1−c
2F1 (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c ; z) . (17.20)

Hagamos un resumen de los resultados anteriores. La ecuación diferencial de Gauss

z(z − 1)Ψ′′ + [(1 + a+ b)z − c]Ψ′ + abΨ = 0 , (17.19)

bajo la condición de que c 6∈ Z tiene como base de soluciones con centro en cero:

Ψ1 = 2F1 (a, b, c ; z) , (17.21a)

Ψ2 = z1−c
2F1 (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c ; z) . (17.21b)

Si c = 1 las soluciones Ψ1 y Ψ2 coinciden, en ese caso se debe plantear

Ψ2(z) = Ψ1(z) ln(z) +
∞∑
ν=0

cνz
ν .

Derivando y reemplazando en la ecuación diferencial obtenemos una relación de recurrencia
para los cν .

17.4. La serie hipergeométrica

Analicemos en más detalle la serie hipergeométrica

2F1 (a, b, c ; z) = 1 +
ab

c
z +

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)2!
z2 + · · · =

∞∑
ν=0

fν
zν

ν!
, (17.18)
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tenemos para el coeficiente n+ 1

fn+1 =
a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n)b(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ n)

c(c+ 1)(c+ 2) · · · (c+ n)
,

fn+1 =
Γ(a+ n+ 1)Γ(b+ n+ 1)

Γ(c+ n+ 1)

Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

(
Γ(c− b)
Γ(c− b)

)
.

Reescribamos la serie hipergeométrica usando el anterior resultado:

2F1 (a, b, c ; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c− b)

∞∑
ν=0

Γ(c− b)Γ(b+ ν)

Γ(c+ ν)
Γ(a+ ν)

zν

ν!
,

pero
Γ(c− b)Γ(b+ ν)

Γ(c+ ν)
= B(c− b, b+ ν) ,

con

B(m,n) =

∫ 1

0

tm−1(1− t)n−1 dt =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
, para m > 0 y n > 0 .

Reescribimos la serie, usando la expresión integral de la función beta,

2F1 (a, b, c ; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1

∞∑
ν=0

Γ(a+ ν)

Γ(a)

tνzν

ν!
dt ,

con Re[c] > Re[b] > 0.

Ahora como

(1− tz)−a =
∞∑
ν=0

Γ(a+ ν)

Γ(a)ν!
tνzν .

La forma integral de la función hipergeométrica es:

2F1 (a, b, c ; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt , (17.22)

con Re[c] > Re[b] > 0, | z | < 1 y donde t es una variable compleja.

Proposiciones

a) 2F1 (a, b, c ; z) =
1

(1− z)a
2F1

(
a, c− b, c ;

z

z − 1

)
.

b) 2F1 (a, b, c ; z) =
1

(1− z)b
2F1

(
c− a, b, c ;

z

z − 1

)
.

c) 2F1 (a, b, c ; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

.

d) 2F1 (a, b, c ; z) = (1− z)c−a−b2F1 (c− a, c− b, c ; z).
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Demostraciones

a)

1

(1− z)a
2F1

(
a, c− b, c ;

z

z − 1

)
=

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tc−b−1(1−t)b−1

(
1− tz

z − 1

)−a
1

(1− z)a
dt ,

haciendo el cambio de variable 1− t = t′

1

(1− z)a
2F1

(
a, c− b, c ;

z

z − 1

)
=

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

t′
b−1

(1− t′)c−b−1

×
[
(1− z)

(
1− (1− t′)z

z − 1

)]−a
dt′ ,

1

(1− z)a
2F1

(
a, c− b, c ;

z

z − 1

)
=

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt ,

= 2F1 (a, b, c ; z) .

b) Directo usando a) y la relación de simetŕıa

2F1 (a, b, c ; z) = 2F1 (b, a, c ; z) .

c) y d) Tarea.

Consideremos la expansión en serie de la función ln(1 + z) con centro en z = 0:

ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ · · · , para | z | < 1 ,

ln(1 + z) = z

(
1 +

1× 1

2× 1!
(−z) +

1× 2× 1× 2

2× 3× 2!
(−z)2 +

1× 2× 3× 1× 2× 3

2× 3× 4× 3!
(−z)3 + · · ·

)
,

ln(1 + z) = z 2F1 (1, 1, 2 ;−z) =
z

1 + z
2F1

(
1, 1, 2 ;

z

1 + z

)
.

La última igualdad corresponde a la propiedad a) probada anteriormente. Tenemos que para
| z | < 1 sirve la primera expresión z 2F1 (1, 1, 2 ;−z) y no la segunda, para | z | > 1 la primera
expresión no nos sirve y śı la segunda. Probemos, en forma expĺıcita, la última relación,

z

1 + z
2F1

(
1, 1, 2 ;

z

1 + z

)
=

z

1 + z

(
1 +

1

2

z

1 + z
+

1

3

(
z

1 + z

)2

+ · · ·

)
,

=
z

1 + z
+

1

2

(
z

1 + z

)2

+
1

3

(
z

1 + z

)3

+ · · · ,

= − ln

(
1− z

1 + z

)
= − ln

(
1

1 + z

)
= ln(1 + z) .
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17.5. Ecuación hipergeométrica confluente

Consideremos la ecuación diferencial de Gauss con singularidades fuchsianas en z = 0,
z = 1 y z →∞

z(z − 1)Ψ′′ + [(1 + a+ b)z − c]Ψ′ + abΨ = 0 .

Al reemplazar z =
u

b
nos queda

u

b

(u
b
− 1
) d2

dz2
Ψ
(u
b

)
+
[
(a+ b+ 1)

u

b
− c
] d
dz

Ψ
(u
b

)
+ ab Ψ

(u
b

)
= 0 . (17.23)

Definimos Ψ̄(u) = Ψ
(u
b

)
y evaluamos las derivadas

dΨ

du
=

d

dz
Ψ
(u
b

) 1

b
=

1

b

d

dz
Ψ
(u
b

)
,

d2Ψ

du2
=

1

b2

d2

dz2
Ψ
(u
b

)
.

Dividiendo (17.23) por −b,

u
(

1− u

b

) 1

b2

d2

dz2
Ψ
(u
b

)
−
[
a+ 1

b
+ u− c

]
1

b

d

dz
Ψ
(u
b

)
− a Ψ

(u
b

)
= 0 ,

u
(

1− u

b

) d2Ψ̄

du2
−
[
a+ 1

b
+ u− c

]
dΨ̄

du
− a Ψ̄ = 0 .

Simplificando la notación, cambiamos la variable de u a z y la función de Ψ̄ a Ψ. Además,
haciendo tender b→∞ obtenemos:

zΨ′′(z) + (c− z) Ψ′(z)− aΨ(z) = 0 . (17.24)

La anterior es conocida como la ecuación hipergeométrica confluente y su solución se denota
por 1F1 (a, c ; z). Esta ecuación tiene una singularidad fuchsiana en z = 0 y una singularidad
esencial en z =∞. Una de las soluciones en torno a z = 0 es:

ĺım
b→∞

2F1

(
a, b, c ;

z

b

)
= ĺım

b→∞

[
1 +

ab

1c

z

b
+
a(a+ 1)b(b+ 1)

1× 2× c(c+ 1)

z2

b2
+ · · ·

]
,

1F1 (a, c ; z) = 1 +
a

c

z

1!
+
a(a+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ · · · . (17.25)

Esta serie es conocida como la serie hipergeométrica confluente. Tiene radio de convergencia
infinito siempre que c 6= 0,−1,−2,−3, . . .. La otra solución de la ecuación diferencial es:

ĺım
b→∞

(z
b

)1−c
2F1

(
a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c ;

z

b

)
= z1−c

1F1 (a− c+ 1, 2− c ; z) , (17.26)

con c 6= 1, 2, 3 . . .

Proposiciones

a) ez = 1F1 (a, a ; z).
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b)
√
π

2
erf(z) = z 1F1

(
1
2
, 3

2
;−z2

)
.

c) 1F1 (a, c ; z) = 1
B(a,c−a)

∫ 1

0
(1− t)c−a−1ta−1ezt dt.

d) 1F1 (a, c ; z) = ez 1F1 (c− a, c ;−z).

Demostraciones

a) Directa a partir de la definición dada en (17.26).

b)

√
π

2
erf(z) =

∫ z

0

e−t
2

dt =

∫ z

0

(
1− t2

1!
+
t4

2!
− · · ·

)
dt ,

= z − z3

3× 1!
+

z5

5× 2!
− z7

7× 3!
+ · · · ,

= z

(
1− 1/2

3/2

z2

1!
+−1/2× 3/2

3/2× 5/2

z4

2!
+ · · ·

)
,

= z 1F1

(
1

2
,
3

2
;−z2

)
.

c) y d) Tarea.
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Caṕıtulo 18

Polinomios de Legendre

versión 16 noviembre 2009

En diversos problemas f́ısicos (gravitación, electrostática, etc.) nos encontramos con fuer-
zas que dependen del inverso de la distancia entre dos cuerpos. Los polinomios de Legendre
aparecen naturalmente en el problema geométrico de determinar esta distancia inversa, lo
cual los vincula con numerosas situaciones de interés f́ısico.

18.1. Función generatriz

Consideremos dos radios r0 y r que unen un punto O con dos puntos, A y B, respectiva-
mente:

O

A

B
r

r0

θ

La distancia d = AB está dada por:

d =
√
r2 + r2

0 − 2rr0 cos θ .

Definamos

x = cos θ , −1 ≤ x ≤ 1 .

Si r > r0 y s = r0/r < 1, conviene escribir

1

d
=

1

r

1√
1 + s2 − 2sx

.

201
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Si, por el contrario, r < r0, y s = r/r0 < 1:

1

d
=

1

r0

1√
1 + s2 − 2sx

.

En ambos casos, la segunda fracción es la misma y resulta ser precisamente la función
generatriz de los polinomios de Legendre.

Definición 18.1

ψ(x, s) =
1√

1 + s2 − 2xs
=
∞∑
n=0

Pn(x)sn (18.1)

es la función generatriz de los polinomios de Legendre Pn(x).

Observemos que ψ(x, s) puede ser expandida en serie de Taylor en el argumento (s2−2xs):

ψ(x, s) = [1 + (s2 − 2xs)]−1/2 = 1− 1

2
(s2 − 2xs) +

3

8
(s2 − 2sx)2 − · · ·

= 1 + xs+
1

2
(3x2 − 1)s2 − · · · ,

lo cual nos permite encontrar expresiones expĺıcitas para los polinomios de Legendre:

P0(x) = 1 , (18.2a)

P1(x) = x , (18.2b)

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) , (18.2c)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x) . . . (18.2d)

Considerando el caso particular x = 1 en (18.1):

ψ(1, s) =
1√

1 + s2 − 2s
=

1

1− s
= 1 + s+ s2 + s3 + · · · =

∞∑
n=0

Pn(1)sn .

Luego
Pn(1) = 1 ∀n ∈ N0 . (18.3)

Análogamente, tomando x = −1:

ψ(−1, s) =
1√

1 + s2 + 2s
=

1

1 + s
= 1− s+ s2 − s3 + · · · =

∞∑
n=0

Pn(−1)sn .

Luego
Pn(−1) = (−1)n ∀n ∈ N0 . (18.4)

También es inmediato evaluar Pn(0):

ψ(0, s) =
1√

1 + s2
= 1− 1

2
s2 +

3

8
s4 + · · · = 1 +

∞∑
ν=1

(−1)ν
(2ν − 1)!!

(2ν)!!
s2ν =

∞∑
n=0

Pn(0)sn ,
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luego

Pn(0) = 0 si n es impar,

P2ν(0) = (−1)ν
(2ν − 1)!!

(2ν)!!
si ν ≥ 1,

P0(0) = 1 .

18.2. Relaciones de recurrencia

1) Derivemos (18.1) respecto a s.

∂ψ

∂s
= −1

2
(1 + s2 − 2xs)−3/2(2s− 2x) =

x− s
1 + s2 − 2xs

ψ =
∞∑
n=0

nPn(x)sn−1 ,

es decir

(1 + s2 − 2xs)
∂ψ

∂s
− (x− s)ψ = 0 .

Introduciendo la expansión (18.1) e igualando coeficientes de sn, se obtiene la relación de
recurrencia

(n+ 1)Pn+1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0 , n ≥ 1 , (18.5a)

P1 − xP0 = 0 . (18.5b)

2) Escribamos los polinomios de Legendre en la forma

Pn(x) =
n∑

m=0

an,mx
m . (18.6)

Reemplazando en (18.5) y comparando coeficientes de xm+1 se sigue que:

(n+ 1) a(n+1),(n+1) = (2n+ 1)an,n ,

am,m =
2m− 1

m
am−1,m−1 , m ≥ 1 . (18.7)

Ésta es una relación de recurrencia entre los coeficientes supremos de los polinomios de
Legendre. Puesto que a00 = 1 [relaciones (18.2)], se sigue que

a11 = 1 , a22 =
1 · 3
1 · 2

, a33 =
1 · 3 · 5
1 · 2 · 3

. . .

y en general

ann =
(2n− 1)!!

n!
=

(2n)!

2n(n!)2
. (18.8)
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3) Derivando (18.1) respecto a x se obtiene:

xP ′n(x)− P ′n−1(x) = nPn(x) (18.9)

Derivando (18.5) respecto a x, y combinándola con (18.9) para eliminar el término en
P ′n(x):

P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x) (18.10)

Restando (18.9) y (18.10):

P ′n+1(x)− xP ′n(x) = (n+ 1)Pn(x) (18.11)

18.3. Coeficientes del polinomio Pn(x)

Consideremos (18.1) y expandamos ψ(x, s) en serie de Taylor:

ψ(x, s) =
1√

1 + (s2 − 2sx)
=
∞∑
k=0

(
−1/2

k

)
(s2 − 2sx)k ,

donde (
−1/2

k

)
=

(−1/2)!

k!(−1
2
− k)!

=

√
π

k!(−1
2
− k)!

.

Por su parte,

(s2 − 2sx)k =
k∑

µ=0

(
k

µ

)
s2µ(−2sx)k−µ ,

de modo que

ψ(x, s) =
∞∑
k=0

k∑
µ=0

(
−1/2

k

)(
k

µ

)
(−2x)k−µsk+µ .

Sea n = k + µ. Entonces

ψ(x, s) =
∞∑
k=0

2k∑
n=k

(
−1/2

k

)(
k

n− k

)
(−2x)2k−nsn .

Deseamos intercambiar el orden de las sumas. Para ello observemos la siguiente figura:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0
1
2
3
4
5
6
7
8

k

n
k = n
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Efectuar la doble suma equivale a sumar sobre los pares ordenados (k, n) indicados con
puntos en la figura. El orden en que se realizan las sumas corresponde a desplazarnos sobre
el eje horizontal, escoger un valor de k, y luego desplazarnos sobre el eje vertical, recorriendo
los valores de n entre n = k y n = 2k. Equivalentemente, podemos desplazarnos primero
sobre el eje vertical, escoger un valor de n, y luego recorrer los puntos horizontalmente entre
los ĺımites k = [(n+ 1)/2] y k = n. Aśı, la doble suma se puede escribir:

ψ(x, s) =
∞∑
n=0

n∑
k=[n+1

2 ]

(
−1/2

k

)(
k

n− k

)
(−2x)2k−nsn ,

donde [
n+ 1

2

]
≡ n

2
si n es par,[

n+ 1

2

]
≡ n+ 1

2
si n es impar.

Comparando con (18.1), identificamos

Pn(x) =
n∑

k=[n+1
2 ]

(
−1/2

k

)(
k

n− k

)
(−2x)2k−n .

Definiendo µ = n− k, el ĺımite inferior de la suma corresponde a µ = n− [(n+ 1)/2] = [n/2],
de modo que

Pn(x) =
0∑

µ=[n2 ]

=

(
−1/2

n− µ

)(
n− µ
µ

)
(−2)n−2µxn−2µ ,

o bien

Pn(x) =

[n2 ]∑
µ=0

(−1)µ(2n− 2µ)!

2n(n− µ)!(n− 2µ)!µ!
xn−2µ (18.12)

De (18.12) es fácil deducir que:

– Pn(x) es par si n es par.

– Pn(x) es impar si n es impar.

18.4. Fórmula de Rodrigues

Puesto que
dn

dxn
x2(n−µ) =

(2n− 2µ)!

(n− 2µ)!
xn−2µ ,
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(18.12) se puede reescribir en la forma:

Pn(x) =
1

2n

[n2 ]∑
µ=0

(−1)µ
1

µ!(n− µ)!

dn

dxn
x2(n−µ)

=
1

2nn!

dn

dxn

[n2 ]∑
µ=0

(−1)µ
n!

µ!(n− µ)!
x2(n−µ)

=
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n ,

obteniéndose la fórmula de Rodrigues :

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (18.13)

La fórmula de Rodrigues nos permite demostrar fácilmente diversas propiedades de los
polinomios de Legendre, como veremos en las siguientes secciones.

18.5. Ecuación diferencial de Legendre

Nos interesa ahora determinar la ecuación diferencial de la cual los polinomios de Legendre
son solución. Sea

u(x) = (x2 − 1)n .

Entonces

u′(x) = n(x2 − 1)n−12x ,

(x2 − 1)u′(x) = 2nx(x2 − 1)n = 2nxu(x) ,

dn+1

dxn+1

[
(x2 − 1)u′(x)

]
=

dn+1

dxn+1
2nxu(x) .

Desarrollando las derivadas de productos a ambos lados de esta expresión:

(x2 − 1)u(n+2)(x) +

(
n+ 1

1

)
2xu(n+1)(x) +

(
n+ 1

2

)
2u(n)(x) =

2nxu(n+1)(x) +

(
n+ 1

1

)
2nu(n)(x) ,

(x2 − 1)u(n+2)(x) + 2xu(n+1)(x)− n(n+ 1)u(n)(x) = 0 .

Luego, con (18.13), obtenemos la ecuación diferencial de Legendre:

(x2 − 1)P ′′n (x) + 2xP ′n(x)− n(n+ 1)Pn(x) = 0 (18.14)
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18.6. Lugares nulos de Pn(x)

Proposición 18.1 Pn(x) tiene lugares nulos simples en el intervalo (−1, 1).

Demostración Sea u(x) = (x2 − 1)n. Entonces u(x) tiene lugares nulos de multiplicidad n
en x = ±1. Como u(−1) = u(1) = 0, por el teorema del valor medio u′(x0) = 0 para algún
x0 ∈ (−1, 1). Pero u′(−1) = u′(1) = 0, luego también es cierto que u′′(x) se anula dos veces
en (−1, 1), una vez en (−1, x0) y otra vez en (x0, 1). Procediendo sucesivamente, se encuentra
que u(n)(x), y por ende Pn(x), se anula n veces en (−1, 1).

Estos ceros son necesariamente simples, dada la condición de polinomios ortogonales de
los polinomios de Legendre (sección 18.7 y teorema 11.2).

q.e.d.

18.7. Relación de ortogonalidad

Supongamos 0 ≤ m < n, y observemos que, por la fórmula de Rodrigues (18.13):

2nn!

∫ 1

−1

tmPn(t) dt =

∫ 1

−1

tmu(n)(t) dt ,

donde u(t) = (t2 − 1)n. Integrando por partes:

2nn!

∫ 1

−1

tmPn(t) dt = tmu(n−1)(t)

∣∣∣∣1
−1

−m
∫ 1

−1

tm−1u(n−1)(t) dt .

El término de borde es cero pues u(m)(±1) = 0 si m < n. Análogamente, integrando por
partes m veces:

2nn!

∫ 1

−1

tmPn(t) dt = (−1)mm!

∫ 1

−1

u(n−m)(t) dt = (−1)mm!u(n−m−1)(t)

∣∣∣∣1
−1

= 0 .

Luego Pn(x) es ortogonal a todo polinomio de grado m < n en el intervalo [−1, 1], en
particular a Pm(x).

En el caso m = n, el producto interno entre los polinomios de Legendre es:

(2nn!)2

∫ 1

−1

P 2
n(t) dt =

∫ 1

−1

u(n)(t)u(n)(t) dt .

Integrando por partes:

(2nn!)2

∫ 1

−1

P 2
n(t) dt = u(n)u(n−1)

∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1

u(n+1)(t)u(n−1)(t) dt = −
∫ 1

−1

u(n+1)(t)u(n−1)(t) dt ,
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pues el término de borde es nulo. Aśı, integrando por partes n veces:

(2nn!)2

∫ 1

−1

P 2
n(t) dt = (−1)n

∫ 1

−1

u(2n)(t)u(t) dt

= (−1)n
∫ 1

−1

d2n

dt2n
[
(t2 − 1)n

]
(t2 − 1)n dt .

Usando que
d2n

dt2n
[(t2 − 1)n] = (2n)!,

(2nn!)2

∫ 1

−1

P 2
n(t) dt = (−1)n(2n)!

∫ 1

−1

(−1)n(1− t2)n dt

= (2n)!

∫ 1

−1

(1− t)n(1 + t)n dt .

Integrando por partes:

(2nn!)2

∫ 1

−1

P 2
n(t) dt = (2n)!

[
(1− t)n (1 + t)n+1

n+ 1

∣∣∣∣1
−1

+
n

n+ 1

∫ 1

−1

(1− t)n−1(1 + t)n+1 dt

]

= (2n)!
n

n+ 1

∫ 1

−1

(1− t)n−1(1 + t)n+1 dt

Análogamente, integrando por partes n veces:

(2nn!)2

∫ 1

−1

P 2
n(t) dt = (2n)!

n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1
(n+ 1)(n+ 2) · · · 2n

∫ 1

−1

1 · (1 + t)2n dt

= (2n)!n!
n!

(2n)!

1

2n+ 1
(1 + t)2n+1

∣∣∣∣1
−1

=
(n!)2 22n+1

2n+ 1
.

Obtenemos aśı la relación de ortogonalidad :∫ 1

−1

Pn(t)Pm(t) dt =
2

2n+ 1
δnm (18.15)

Notar que, en particular, la relación anterior implica que |Pn(t) | < 1 en [1, 1], para todo
n ≥ 1.

18.8. Expresiones integrales para Pn(x)

Sabemos, por el Teorema de Cauchy, que una función anaĺıtica se puede escribir en térmi-
nos de una integral de contorno:

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
f(u)

(u− z)n+1
du .
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Sea

f(z) =
1

2n n!
(z2 − 1)n .

Entonces los polinomios de Legendre se pueden escribir en la forma:

Pn(z) = f (n)(z) =
n!

2πi

1

2n n!

∮
(u2 − 1)n

(u− z)n+1
du ,

obteniéndose la fórmula de Schläfli :

Pn(z) =
1

2n
1

2πi

∮
(u2 − 1)n

(u− z)n+1
du (18.16)

Integremos sobre una circunferencia de centro z y radio ρ. Entonces

u = z + ρeiφ , 0 ≤ φ < 2π ,

du = iρeiφ dφ = i(u− z)dφ ,

luego

u2 − 1

u− z
=
z2 + 2zρeiφ + ρ2e2iφ − 1

ρeiφ

=
1

ρ

[
(z2 − 1)e−iφ + 2zρ+ ρ2eiφ

]
,

de modo que

Pn(z) =
1

2n
1

2πi

∫ 2π

0

1

ρn
[
(z2 − 1)e−iφ + 2zρ+ ρ2eiφ

]n
i dφ

=
1

2n
1

2π

1

ρn

∫ 2π

0

[
(z2 − 1)e−iφ + 2zρ+ ρ2eiφ

]n
dφ .

Si z 6= ±1 podemos tomar ρ =
√
z2 − 1, con lo cual la relación anterior queda:

Pn(z) =
1

2n
1

2π

1

ρn

∫ 2π

0

[
ρ2(eiφ + e−iφ) + 2zρ

]n
dφ

=
1

2π

∫ 2π

0

[
ρ2

ρ

(eiφ + e−iφ)

2
+

2zρ

2ρ

]n
dφ

=
1

2π

∫ 2π

0

[ρ cosφ+ z]n dφ .

Se obtiene aśı la relación de Laplace:

Pn(z) =
1

2π

∫ 2π

0

[
z +
√
z2 − 1 cosφ

]n
dφ (18.17)

Para z = ±1 tenemos simplemente

Pn(±1) = (±1)n .
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Corolario |Pn(x) | ≤ 1 ∀n ∈ N0 , ∀x ∈ [−1, 1] .

Demostración Sea x ∈ [−1, 1]. Adoptamos la convención de que la ráız cuadrada es un
número positivo, y escribimos √

x2 − 1 = i
√

1− x2 .

El integrando en (18.17) satisface:∣∣∣x+ i
√

1− x2 cosφ
∣∣∣2 = x2 + (1− x)2 cos2 φ ≤ x2 + 1− x2 = 1 ,

luego (∣∣∣x+ i
√

1− x2 cosφ
∣∣∣2)n/2 ≤ 1 .

Aśı,

|Pn(x) | ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣x+ i
√

1− x2 cosφ
∣∣∣n dφ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

dφ = 1 .

q.e.d.

Poniendo z = cos θ en (18.17),
√
z2 − 1 = i sen θ, se obtiene la representación adicional:

Pn(cos θ) =
1

2π

∫ 2π

0

(cos θ + i sen θ cosφ)n dφ ,

Pn(cos θ) =
1

π

∫ π

0

(cos θ + i sen θ cosφ)n dφ (18.18)

18.9. Serie de Legendre

Los polinomios de Legendre, siendo ortogonales en [−1, 1], son candidatos a ser una base
en ese intervalo, de modo que una función arbitraria podŕıa ser escrita como una combinación
lineal de los Pn. Estudiemos esta posibilidad.

Si la serie
∑∞

ν=0 aνPν(x) converge uniformemente en [−1, 1] y representa alĺı a f(x), es
decir,

f(x) =
∞∑
ν=0

aνPν(x) ,

entonces∫ 1

−1

f(x)Pn(x) dx =
∞∑
ν=0

aν

∫ 1

−1

Pν(x)Pn(x) dx =
∞∑
ν=0

aνδνn
2

2n+ 1
=

2an
2n+ 1

.

Entonces los coeficientes de Fourier de f(x) respecto a los polinomios de Legendre están
dados por:

an =

(
n+

1

2

)∫ 1

−1

f(x)Pn(x) dx . (18.19)
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A la inversa: Sea f(x) una función dada, acotada y seccionalmente continua en [−1, 1].
Entonces se pueden calcular los coeficientes de Fourier aν respecto a Pν y construir la serie

∞∑
ν=0

aνPν(x) .

¿Converge la serie? Si converge, ¿representa a f(x)?
Para saberlo, tomemos el módulo de (18.19):

| an | ≤
(
n+

1

2

)∫ 1

−1

| f(x) | |Pn(x) | dx .

Sea M = máxx∈[−1,1] | f(x) |. Como |Pn(x) | ≤ 1,

| an | ≤
(
n+

1

2

)
2M = (2n+ 1)M .

Esto no es muy útil, pues si bien es una cota para los coeficientes an, la cota crece con n, y
no podemos mostrar que an −−−→

n→∞
0.

Intentemos ahora con una integración por partes. Si f ′ existe y es continua en [−1, 1],
entonces se puede integrar por partes (18.19), obteniéndose

an =

(
n+

1

2

)[
f(x)

∫ x

−1

Pn(x′) dx′
∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1

f ′(x)

∫ x

−1

Pn(x′) dx′ dx

]
.

Pero, de la relación de recurrencia (18.10),∫ x

−1

Pn(x′) dx′ =
1

2n+ 1
[Pn+1(x)− Pn−1(x)] ,

con lo cual

an = −1

2

∫ 1

−1

f ′(x)[Pn+1(x)− Pn−1(x)] dx .

(En principio, esta relación es sólo válida para n > 0, pero ello no importa, pues nos interesa
encontrar cotas para an, y basta encontrarlas para n suficientemente grande.) Aśı,

| an | ≤
1

2

∫ 1

−1

| f ′(x) | (|Pn+1(x) |+ |Pn−1(x) |) dx ≤
∫ 1

−1

| f ′(x) | dx ≡ 2M ′ ,

donde
M ′ = máx

x∈[−1,1]
| f ′(x) | .

Vemos que, en efecto, integrar por partes resultó una mejor estrategia, pues la cota obtenida
ahora no crece con n, sino que es constante. Aún no es suficiente para mostrar convergencia,
pero el resultado sugiere que vale la pena integrar por partes una vez más. Realizando entonces
el mismo procedimiento suponiendo que f ′′ es seccionalmente continua en [−1, 1] se obtiene
que

| an | '
1

n2
A ,
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para n suficientemente grande, y A cierta constante. Por tanto,
∑∞

n=0 | an | converge, luego∑∞
n=0 anPn(x) converge uniformemente.
Ahora nos preguntamos: Dada una función f , calculamos los coeficientes an y sabemos

que
∑∞

n=0 anPn(x) converge uniformemente. ¿Representa esta serie de Legendre la función
f(x)? Para responder, consideremos la diferencia entre la serie y la función f(x):

g(x) = f(x)−
∞∑
ν=0

aνPν(x) .

Los coeficientes de Fourier de g(x) son:

bn =

(
n+

1

2

)∫ 1

−1

g(x)Pn(x) dx =

(
n+

1

2

)[∫ 1

−1

f(x)Pn(x) dx−
∞∑
ν=0

aν

∫ 1

−1

Pν(x)Pn(x) dx

]

= an −
∞∑
ν=0

aνδnν = 0 .

Afirmamos que
g(x) ≡ 0 .

Demostración Supongamos que g(x) 6= 0 en un intervalo [α, β] ∈ [−1, 1]. Sin pérdida de
generalidad, supongamos además que g(x) > 0 en este intervalo. Sea q(x) un polinomio de
grado dos tal que q(α) = q(β) = 1 y q(x) < 1 en [−1, α] ∪ [β, 1]. Gráficamente:

-1 1α β

g q

y = 1

Luego ∫ 1

−1

g qk −−→
k�1

∫ β

α

g qk > 0 .

Pero g(x) es ortogonal a todos los polinomios Pn(x), y por tanto a todo polinomio (es claro
que todo polinomio se puede escribir como combinación lineal de los Pn(x); lo que estamos
tratando de probar es que toda función se puede expandir en una serie de Legendre), luego∫ 1

−1

g qk = 0 ,

lo que contradice nuestro resultado anterior.
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Por lo tanto g(x) ≡ 0.
q.e.d.

Luego,

f(x) =
∞∑
ν=0

aνPν(x) .

18.10. Funciones asociadas de Legendre

Una manera de obtener la ecuación asociada de Legendre es partir de la ecuación regular
de Legendre (18.14)

(1− x2)P ′′n − 2xP ′n + n(n+ 1)Pn = 0 , (18.14)

y con la ayuda de la fórmula de Leibniz, para la derivada n-ésima de un producto de funciones,

dn

dxn
[A(x)B(x)] =

n∑
s=0

n!

(n− s)!s!
dn−s

dxn−s
A(x)

ds

dxs
B(x) . (18.20)

Diferenciando (18.14) m veces, se obtiene:

(1− x)2u′′ − 2x(m+ 1)u′ + (n−m)(n+m+ 1)u = 0 , (18.21)

donde

u(x) ≡ dm

dxm
Pn(x) .

Reemplazando

ψ(x) = (1− x2)m/2u(x) = (1− x2)m/2
dm

dxm
Pn(x) ,

resolviendo para u y diferenciando,

u′ =

(
ψ′ +

mxψ

1− x2

)
(1− x2)−m/2 ,

u′′ =

[
ψ′′ +

2mxψ′

1− x2
+

mψ

1− x2
+
m(m+ 2)x2ψ

(1− x2)2

]
(1− x2)−m/2 .

Sustituyendo en la ecuación (18.21), encontramos que ψ satisface la ecuación diferencial

(1− x2) ψ′′ − 2x ψ′ +

[
n(n+ 1)− m2

1− x2

]
ψ = 0 . (18.22)

La cual es conocida como la ecuación asociada de Legendre. Para reobtener la ecuación de
Legendre (18.14) basta tomar m = 0. Haciendo el cambio de variable x = cos θ, obtenemos
la ecuación expresada en coordenadas polares, que es la forma usual en que nos la vamos a
encontrar

1

sen θ

d

dθ

(
sen θ

dψ

dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sen2 θ

]
ψ = 0 . (18.23)
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Las soluciones regulares, denotadas por Pm
n (x), son:

ψ(x) = Pm
n (x) = (1− x2)m/2

dm

dxm
Pn(x) . (18.24)

Ocasionalmente los Pm
n (x) aparecen en su definición con un factor (−1)m, por ejemplo en

Classical Electrodynamics, Second Edition de J.D. Jackson, esta elección es conocida como
fase de Magnus y Oberhettinger o de Condon y Shortley. Nosotros incluiremos esta fase en la
definición de los armónicos esféricos, al estilo seguido en Mathematical Methods for Physicists,
Fourth Edition de G.B. Arfken y H.J. Weber. A pesar de que el factor de fase se introduce
en distintos puntos de las definiciones los armónicos esféricos resultantes son iguales.

En coordenadas polares, x = cos θ, (18.24) queda

Pm
n (cos θ) = sinm θ

(
dθ

d cos θ

d

dθ

)m
Pm(cos θ) =

(
−d
dθ

)m
Pm(cos θ) . (18.25)

Aśı, si bien (18.24) puede aparecer complicada, su versión en coordenadas polares es mucho
más transparente: la función asociada de Legendre es una derivada m-ésima del polinomio
de Legendre de grado n.

Usando (18.24), o bien (18.25), podemos escribir expĺıcitamente las primeras funciones
asociadas de Legendre:

P 1
1 (x) = (1− x2)1/2 = sen θ ,

P 1
2 (x) = 3x (1− x2)1/2 = 3 cos θ sen θ ,

P 2
2 (x) = 3 (1− x2) = 3 sen2 θ ,

P 1
3 (x) =

3

2
(5x2 − 1) (1− x2)1/2 =

3

2
(5 cos2 θ − 1) sen θ ,

P 2
3 (x) = 15x (1− x2) = 15 cos θ sen2 θ ,

P 3
3 (x) = 15 (1− x2)3/2 = 15 sen3 θ ,

P 1
4 (x) =

5

2
(7x3 − 3x) (1− x2)1/2 =

5

2
(7 cos3 θ − 3 cos θ) sen θ ,

P 2
4 (x) =

15

2
(7x2 − 1) (1− x2) =

15

2
(7 cos2 θ − 1) sen2 θ ,

P 3
4 (x) = 105x (1− x2)3/2 = 105 cos θ sen3 θ ,

P 4
4 (x) = 105 (1− x2)2 = 105 sen4 θ .

(18.26)

También es posible generalizar los resultados anteriores a m negativo. De hecho, (18.23)
muestra que P−mn satisface la misma ecuación que Pm

n , y por ende debeŕıan ser proporcionales
entre śı. La relación entre Pm

n y P−mn es:

P−mn (x) = (−1)m
(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (x) . (18.27)

A partir de la función generatriz de los polinomios de Legendre, por ejemplo, se puede en-
contrar la función generatriz de las funciones asociadas de Legendre:

(2m)!(1− x2)m/2

2mm!(1− 2tx+ t2)m+1/2
=
∞∑
ν=0

Pm
ν+m(x)tν . (18.28)
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Usando dicha función generatriz, encontramos relaciones de recurrencia para las funciones
asociadas de Legendre:

Pm+1
n − 2mx

(1− x2)1/2
Pm
n + [n(n+ 1)−m(m− 1)]Pm−1

n = 0 , (18.29)

(n+m)Pm
n−1 + (n−m+ 1)Pm

n+1 = (2n+ 1)xPm
n , (18.30)

1

2
Pm+1
n − 1

2
(n+m)(n−m+ 1)Pm−1

n = (1− x2)1/2Pm
n
′ , (18.31)

(2n+ 1)(1− x2)1/2Pm
n = Pm+1

n+1 − Pm−1
n−1 , (18.32)

= (n+m)(n+m− 1)Pm−1
n−1

−(n−m+ 1)(n−m+ 2)Pm−1
n+1 . (18.33)

Notamos que, en este caso, cada función tiene dos ı́ndices, por ende hay una mayor riqueza
en el tipo de relaciones de recurrencia que se pueden encontrar. Algunas involucran cambios
sólo en m, otras sólo en n, y otras en ambos.

Es claro también que la relación de paridad satisfecha por las funciones asociadas de
Legendre es

Pm
n (−x) = (−1)n+mPm

n (x) . (18.34)

Además, se satisface en los extremos que

Pm
n (±1) = 0 para m 6= 0. (18.35)

Finalmente, las funciones asociadas de Legendre satisfacen distintas relaciones de ortogo-
nalidad dependiendo sobre cual ı́ndice se tomen. La primera:∫ 1

−1

Pm
p (x)Pm

q (x) dx =
2

2q + 1

(q +m)!

(q −m)!
δp q , (18.36)

o en coordenadas polares∫ π

0

Pm
p (cos θ)Pm

q (cos θ) sen θ dθ =
2

2q + 1

(q +m)!

(q −m)!
δp q . (18.37)

Sobre el otro ı́ndice ∫ 1

−1

Pm
n (x)P k

n (x)(1− x2)−1 dx =
(n+m)!

m(n−m)!
δmk . (18.38)

18.11. Problema de Sturm-Liouville asociado

La ecuación asociada de Legendre (18.22) o (18.23) se puede reescribir en la forma

d

dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
− m2

1− x2
y + n(n+ 1)y = 0 . (18.39)
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La condición de borde
y(±1) finito (18.40)

asegura que las soluciones sean las funciones asociadas de Legendre [ver (18.35), (18.3) y
(18.4)]. Claramente, esto corresponde a un problema de autovalores de un operador diferencial
autoadjunto de la forma general (14.7), con A(x) = (1−x2), B(x) = −m2/(1−x2), y donde el
problema de autovalores está caracterizado por una función de peso w(x) = 1, y autovalores
λ = n(n+ 1) (ver tabla en Sección 14.4).

La relevancia f́ısica de este problema se aprecia al considerar ecuaciones que contengan el
laplaciano:

∇2Ψ(~r) + f(r)Ψ(~r) = 0 , (18.41)

Estas ecuaciones aparecen frecuentemente en F́ısica, ya sea para encontrar el potencial
electrostático debido a una distribución de cargas [f(r) = 0], los modos normales de oscilación
de un medio continuo (una cavidad esférica, una membrana, etc.) [f(r) = k2], o, en Mecánica
Cuántica, la dependencia espacial de una función de onda en un potencial central dado por
f(r).

Si el problema tiene simetŕıa esférica (potencial fuera de un conductor esférico, ondas en
una cavidad esférica, problema cuántico con potencial coulombiano, etc.), conviene resolver
este problema mediante separación de variables, en coordenadas esféricas. Como la única
dependencia angular proviene del operador laplaciano, se obtiene la siguiente ecuación tras
la separación de variables:

Φ(φ)

sen θ

d

dθ

(
sen θ

dΘ(θ)

dθ

)
+

Θ(θ)

sen2 θ

d2Φ(φ)

dφ2
+ λΘ(θ)Φ(φ) = 0 . (18.42)

La dependencia azimutal satisface

1

Φ(φ)

d2Φ(φ)

dφ2
= m2 , (18.43)

con soluciones
Φ(φ) =

{
e−imφ, eimφ

}
. (18.44)

Las cuales satisfacen la condición de ortogonalidad∫ 2π

0

Φ∗m1(φ)Φm2(φ) dφ =

∫ 2π

0

e−im1φeim2φ dφ = 2πδm1m2 . (18.45)

En la mayoŕıa de los problemas f́ısicos requerimos que m sea un entero para que Φ(φ), sea
una función monovaluada del ángulo azimutal. Dada la relación (18.45)

Φm(φ) =
1√
2π

eimφ , (18.46)

es un conjunto de funciones ortonormales con respecto a la integración sobre el ángulo azi-
mutal φ. Separando la dependencia azimutal, la dependencia en el ángulo polar θ conduce a
una ecuación asociada de Legendre

1

sen θ

d

dθ

(
sen θ

dΘ(θ)

dθ

)
+

[
λ− m2

sen2 θ

]
Θ(θ) = 0 . (18.47)
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Nos aseguramos de que las soluciones no diverjan en cos θ = ±1 poniendo λ = n(n + 1),
pues en ese caso esta ecuación tiene por solución las funciones asociadas de Legendre Θ(θ) =
Pm
n (cos θ). Por tanto, cualquier problema laplaciano con simetŕıa esférica corresponde a un

problema de autovalores de un operador autoadjunto (problema de Sturm-Liouville). Las
soluciones de este problema serán ortogonales para distintos autovalores, y se podrá construir
una base del espacio de soluciones con ellas. En otras palabras, la parte angular de cualquier
solución de la ecuación diferencial (18.41) se podrá escribir como una combinación lineal de
los Pm

n (cos θ).
Puesto que los polinomios de Legendre se reobtienen con m = 0, se sigue que gran parte

de la discusión en las secciones 18.7 y 18.9 es sólo una manifestación de estas conclusiones
generales.

18.12. Armónicos esféricos

En la sección anterior mostramos que la parte angular de un problema laplaciano con
simetŕıa esférica consta de dos partes:

Θ(θ)Φ(φ) = AnmP
m
n (cos θ)eimθ ,

con Anm una cierta constante de normalización, m entero, positivo o negativo, si la función
debe ser monovaluada en la variable φ, y n entero para que las soluciones no diverjan en
cos θ = ±1.

La definición (18.24) en principio sólo contempla m > 0. Para incluir valores negativos
de m usamos la fórmula de Rodrigues en la definición de Pm

n (cos θ):

Pm
n (x) =

1

2nn!
(1− x2)m/2

dm+n

dxm+n
(x2 − 1)n , −n ≤ m ≤ n . (18.48)

Normalizando las función asociadas de Legendre

Pmn (cos θ) =

√
(2n+ 1)

2

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ) , −n ≤ m ≤ n . (18.49)

Ahora bien, la función Φm(φ) = eimφ/
√

2π es ortonormal con respecto al ángulo azimutal φ,
y la función Pmn (cos θ) es ortonormal con respecto al ángulo polar θ. Consideramos entonces
el producto de ambas y definimos los armónicos esféricos:

Ynm(θ, φ) = Y m
n (θ, φ) ≡ (−1)m

√
(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ) eimφ , (18.50)

que son funciones en los dos ángulos, ortonormales sobre la superficie esférica. La integral
completa de ortogonalidad es∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

Y m1
n1

∗(θ, φ)Y m2
n2

(θ, φ) sen θ dθdφ = δn1 n2δm1m2 , (18.51)
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o bien, ∫
4π

Y m1
n1

∗(Ω)Y m2
n2

(Ω)dΩ = δn1 n2δm1 m2 , (18.52)

donde Ω es el ángulo sólido.
A continuación, una lista de los primeros armónicos esféricos:

Y 0
0 (θ, φ) =

1√
4π

,

Y 1
1 (θ, φ) = −

√
3

8π
sen θeiφ ,

Y 0
1 (θ, φ) =

√
3

4π
cos θ ,

Y −1
1 (θ, φ) =

√
3

8π
sen θe−iφ ,

Y 2
2 (θ, φ) =

√
5

96π
3 sen2 θe2iφ ,

Y 1
2 (θ, φ) = −

√
5

24π
3 sen θ cos θeiφ ,

Y 0
2 (θ, φ) =

√
5

4π

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
,

Y −1
2 (θ, φ) =

√
5

24π
3 sen θ cos θe−iφ ,

Y −2
2 (θ, φ) =

√
5

96π
3 sen2 θe−2iφ .

(18.53)

Parte de la importancia de los armónicos esféricos yace en la propiedad de completitud.
Esta propiedad, en este caso, significa que cualquier función f(θ, φ), con las suficientes pro-
piedades de continuidad, evaluada sobre la superficie de la esfera puede ser expandida en
una uniformemente convergente doble serie de armónicos esféricos, conocida como serie de
Laplace,

f(θ, φ) =
∑
m,n

amnY
m
n (θ, φ) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

amnYn(θ, φ) . (18.54)

Si f(θ, φ) es conocida, los coeficientes pueden ser inmediatamente encontrados por el uso de
la integral de ortogonalidad (18.51).

Una propiedad importante que satisfacen los armónicos esféricos es:

Y −mn (θ, φ) = (−1)mY m
n
∗(θ, φ) . (18.55)

Consideremos a continuación dos direcciones en coordenadas polares esféricas en un es-
pacio tridimensional, (θ1, φ1) y (θ2, φ2). El ángulo entre las dos direcciones lo denotamos γ.
Este ángulo satisface la siguiente identidad trigonométrica

cos γ = cos θ1 cos θ2 + sen θ1 sen θ2 cos(φ1 − φ2) . (18.56)
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El teorema de adición para los armónicos esféricos afirma que

Pn(cos γ) =
4π

2n+ 1

n∑
m=−n

(−1)mY m
n (θ1, φ1)Y −mn (θ2, φ2) , (18.57)

o equivalentemente

Pn(cos γ) =
4π

2n+ 1

n∑
m=−n

Y m
n (θ1, φ1)Y m

n
∗(θ2, φ2) . (18.58)

En términos de los polinomios de Legendre

Pn(cos γ) = Pn(cos θ1)Pn(cos θ2) + 2
n∑

m=1

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ1)Pm

n (cos θ2) cos[m(φ1 − φ2)] .

(18.59)
La ecuación (18.56) es un caso especial de la ecuación (18.59).

18.13. Segunda solución de la ecuación de Legendre

Los polinomios de Legendre son solución de la ecuación diferencial (18.14). Pero ésta es
una ecuación de segundo grado, y por tanto debe existir otra solución, linealmente indepen-
diente a los Pn(x). La encontraremos observando que los polinomios de Legendre son un caso
particular de la función hipergeométrica. En efecto, consideremos la ecuación hipergeométrica
general:

W ′′ +

(
1− α− α′

z − A
+

1− β − β′

z −B
+

1− γ − γ′

z − C

)
W ′

−
(

αα′

(z − A)(B − C)
+

ββ′

(z −B)(C − A)
+

γγ′

(z − C)(A−B)

)
(A−B)(B − C)(C − A)

(z − A)(z −B)(z − C)
W = 0 ,

con soluciones

P


A B C
α β γ z
α′ β′ γ′

 .

Considerando el caso particular

A = −1 , B = 1 , C =∞ ,
α = α′ = 0 , β = β′ = 0 , γ = −n , γ′ = n+ 1 ,

(18.60)

que satisface la condición α + α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1, la ecuación hipergeométrica queda

W ′′ +

(
1

z + 1
+

1

z − 1

)
W ′ − n(n+ 1)

(z + 1)(z − 1)
W = 0 ,

es decir
(z2 − 1)W ′′ + 2zW ′ − n(n+ 1)W = 0 (18.61)
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que es la ecuación diferencial de Legendre ya encontrada en (18.14).
Los polinomios de Legendre se pueden escribir entonces como la función

Pn(z) = P


−1 1 ∞
0 0 −n z
0 0 n+ 1

 . (18.62)

Aśı pues, la ecuación de Legendre tiene singularidades Fuchsianas en −1, 1 e ∞. Las
ráıces de la ecuación indicial en torno a ±1 son ambas cero, por lo tanto estamos en el caso
incómodo, en que el método de Frobenius sólo puede darnos una solución por serie, y la otra
tiene un término logaŕıtmico.

Observemos que la expresión (15.26) para la segunda solución de una ecuación con sin-
gularidades indica que esta solución se puede escribir en la forma Pn(x)

∫ x
u(t) dt, con u(x)

cierta función. A partir de este hecho, se puede mostrar que la expresión

Qn(z) =
1

2

∫ 1

−1

Pn(t)

z − t
dt (18.63)

es solución de la ecuación de Legendre. En efecto,

(z2 − 1)Q′′n(z) + 2zQ′n(z) =

∫ 1

−1

(z2 − 1)
Pn(t)

(z − t)3
dt−

∫ 1

−1

z
Pn(t)

(z − t)2
dt

=

∫ 1

−1

[
t2 − 1

(z − t)3
+
t(z − t)
(z − t)3

]
Pn(t) dt

=

∫ 1

−1

(t2 − 1)Pn(t) · dt

(z − t)3
+

∫ 1

−1

tPn(t)

(z − t)2
dt .

Integrando por partes la primera integral:

(z2 − 1)Q′′n(z) + 2zQ′n(z) =

[
(t2 − 1)Pn(t)

1

2(z − t)2

]∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1

[
(t2 − 1)P ′n(t) + 2tPn(t)

] dt

2(z − t)2
+

∫ 1

−1

tPn(t)

(z − t)2
dt

= −
∫ 1

−1

(t2 − 1)P ′n(t)

2(z − t)2
dt .

Integrando nuevamente por partes:

(z2 − 1)Q′′n(z) + 2zQ′n(z) =

[
(t2 − 1)P ′n(t)

1

2(z − t)

]∣∣∣∣1
−1

+
1

2

∫ 1

−1

(t2 − 1)P ′′n (t) + 2tP ′n(t)

z − t
dt .

Luego

(z2 − 1)Q′′n(z) + 2zQ′n(z)− n(n+ 1)Qn(z)

=
1

2

∫ 1

−1

(t2 − 1)P ′′n (t) + 2tP ′n(t)− n(n+ 1)Pn(t)

z − t
dt .
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Pero el integrando es precisamente la ecuación de Legendre, que es satisfecha por los Pn,
luego el integrando es cero y

(z2 − 1)Q′′n(z) + 2zQ′n(z)− n(n+ 1)Qn(z) = 0 . (18.64)

Las funciones Qn(z) son la segunda solución de la ecuación de Legendre. (18.63) se puede
reescribir:

Qn(z) =
1

2
Pn(z)I(z)− 1

2

∫ 1

−1

Q∗n(z, t) dt , (18.65a)

con

I(z) =

∫ 1

−1

dt

z − t
, (18.65b)

Q∗n(z, t) =
Pn(z)− Pn(t)

z − t
. (18.65c)

Se tiene

I(z) = − ln(z − t)
∣∣∣∣t=1

t=−1

= ln(z + 1)− ln(z − 1) = ln

(
z + 1

z − 1

)
,

que es univaluado en todo el plano complejo, salvo en la recta −1 ≤ z ≤ 1, luego

I(z) = ln

(
z + 1

z − 1

)
, salvo en −1 ≤ z ≤ 1. (18.66)

El numerador de Q∗n es un polinomio de grado n, y su denominador es un polinomio de
grado 1. Se puede mostrar que Q∗n es un polinomio de grado n− 1 en t y z. Aśı, la segunda
integral en (18.65a) es un polinomio en z de grado n− 1. Finalmente,

Qn(z) =
1

2
Pn(z) ln

(
z + 1

z − 1

)
− qn(z) , (18.67)

con qn(z) un polinomio de grado n−1 con coeficientes reales, que tiene el término logaŕıtmico
que esperábamos.

Para −1 < ξ < 1, (18.67) nos permite afirmar que

Qn(ξ + 0i) = Qn(ξ − 0i)− πiPn(ξ) . (18.68)

Basta considerar el circuito en torno al polo en z = 1:

-1 +1



222 CAPÍTULO 18. POLINOMIOS DE LEGENDRE

Afirmación Si x es real, |x | > 1, entonces Qn(x) ∈ R.

Demostración Basta observar que el argumento del logaritmo en (18.67) es siempre po-
sitivo, pues el numerador y el denominador son positivos (negativos) si x > 1 (x < −1).

q.e.d.

Denominamos a las soluciones Qn de la ecuación de Legendre, funciones de Legendre de
segunda especie.

De las expresiones expĺıcitas (18.65a), (18.65c) y (18.67), notamos que

Q0(z) =
1

2
ln

(
z + 1

z − 1

)
, (18.69)

Q1(z) =
z

2
ln

(
z + 1

z − 1

)
− 1 . (18.70)

Expansión en serie

Podemos utilizar (18.63) para encontrar una expansión en serie para Qn. En efecto,

Qn(z) =
1

2z

∫ 1

−1

1

1− t
z

Pn(t) dt .

Si | z | > 1,

Qn(z) =
1

2z

∞∑
ν=n

∫ 1

−1

(
t

z

)ν
Pn(t) dt .

Observemos que todos los términos con ν < n en la suma son cero, debido a la ortogonalidad
de Pn(t) y tν . Obtenemos aśı

Qn(z) =
bn+1

zn+1
+
bn+2

zn+2
+ · · · ,

con

bµ =
1

2

∫ 1

−1

tµ−1Pn(t) dt .

En particular,

bn+1 =
1

2

∫ 1

−1

tnPn(t) dt .

Como

Pn(t) =
1 · 3 · · · (2n− 1)

1 · 2 · · · n
tn + · · · ,

se tiene, dada la ortogonalidad de Pn(t) con polinomios de grado menor que n,

bn+1 =
1

2

1 · 2 · · · n
1 · 3 · · · (2n− 1)

∫ 1

−1

Pn(t)Pn(t) dt =
1

2

1 · 2 · · · n
1 · 3 · · · (2n− 1)

2

2n+ 1
.
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Es decir,

bn+1 =
n!

(2n+ 1)!!
.

Relación de recurrencia

Obtengamos una relación de recurrencia para Qn(z). En general,

ĺım
| z |→∞

znQn(z) = 0 , n = 0, 1. . .

Sea n ≥ 1. Entonces

(n+ 1)Qn+1 − z(2n+ 1)Qn + nQn−1 =

1

2
[(n+ 1)Pn+1 − z(2n+ 1)Pn + nPn−1] ln

(
z + 1

z − 1

)
− (polinomio) .

El factor entre paréntesis cuadrados es cero. Sea | z | → ∞. Entonces

0 = ĺım
| z |→∞

−(polinomio) ,

luego el polinomio es nulo. Por tanto, para todo z,

(n+ 1)Qn+1 − z(2n+ 1)Qn + nQn−1 = 0 (18.71)

Ejemplo Sea z 6∈ [−1, 1]. Entonces

1

z − t
=
∞∑
n=0

anPn(t) ,

al menos en −1 ≤ t ≤ 1. Los coeficientes de la expansión están dados por

an =

(
n+

1

2

)∫ 1

−1

Pn(t)

z − t
dt = (2n+ 1)Qn(z) ,

luego
1

z − t
=
∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(t)Qn(z) . (18.72)

Afirmación (Sin demostración) El desarrollo (18.72) es válido en el interior de la elipse
con focos en ±1 que pasa por z:

-1 1

z

Re(t)

Im(t)
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Caṕıtulo 19

La ecuación diferencial de Bessel

versión 14 diciembre 2009

En el Caṕıtulo anterior hemos observado que en problemas con simetŕıa esférica, en que
aparece el operador de Laplace, la ecuación angular involucra a la ecuación asociada de Le-
gendre. En este Caṕıtulo estudiaremos otra ecuación diferencial, que también resultará estar
relacionada con el operador de Laplace, pero en coordenadas ciĺındricas: la ecuación de Bes-
sel. En este Caṕıtulo revisaremos algunas de las propiedades matemáticas de la ecuación de
Bessel y de sus soluciones; en el Caṕıtulo ?? aplicaremos lo aprendido en la resolución de
problemas de interés f́ısico.

19.1. La ecuación diferencial de Bessel

Consideremos en la ecuación hipergeométrica general el caso A = 0, C =∞, α + α′ = 0,
β + β′ = 1 y γ + γ′ = 0, lo cual esta de acuerdo con α + α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1

Ψ′′ +
1

z
Ψ′ +

[
−B αα′

z2(z −B)
+

B ββ′

z(z −B)2
+

γγ′

z(z −B)

]
Ψ = 0 ,

si consideramos además, ββ′ = γγ′ = B2 y tomamos el ĺımite B →∞, obtenemos

Ψ′′ +
1

z
Ψ′ +

(
1− α2

z2

)
Ψ = 0 . (19.1)

la cual es conocida como la ecuación diferencial de Bessel. Esta ecuación tiene una singula-
ridad fuchsiana en z = 0 cuando Re(α) > 0. Planteamos como solución

Ψ(z) = zσ
∞∑
ν=0

aνz
ν =

∞∑
ν=0

aνz
ν+σ .

Sustituyendo en la ecuación (19.1)

z2Ψ′′ + zΨ′ − α2Ψ = −z2Ψ ,

225
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tenemos

∞∑
ν=0

{
aν(ν + σ)(ν + σ − 1) + aν(ν + σ)− aνα2

}
zν+σ = −

∞∑
ν=2

aν−2z
ν+σ ,

obteniendo
aν
[
(ν + σ)2 − α2

]
= −aν−2 , ν = 2, 3, . . . ,

mientras que para ν = 0
a0(σ2 − α2) = 0 ,

lo que da una ecuación para el exponente σ2 = α2, con dos soluciones, σ1 = +α y σ2 = −α.
Elegimos σ = σ1 = +α y a0 6= 0. Para ν = 1

a1(1 + 2α) = 0 ,

lo que implica a1 = 0. Además, usando la fórmula recursiva para los coeficientes

aν = − aν−2

ν(ν + 2α)
, (19.2)

se puede demostrar que todos los coeficientes impares son nulos. Los coeficientes pares

a2 = − a0

22 1! (α + 1)
, a4 =

a0

24 2! (α + 1)(α + 2)
, . . .

El término general es

a2µ = (−1)µ
a0

22µ µ! (α + 1)(α + 2) · · · (α + µ)
.

Tomando

a0 =
1

2α Γ(α + 1)
,

se obtiene

Jα(z) =
(z

2

)α ∞∑
µ=0

(−1)µ

µ! Γ(µ+ α + 1)

(z
2

)2µ

, (19.3)

con Reα ≥ 0, conocida como función de Bessel de orden α.

19.2. Funciones de Bessel de ı́ndice no entero

Si α es no entero, estamos en un caso sencillo de estudiar, porque hay dos soluciones
linealmente independientes inmediatas.

En efecto, consideremos σ = −α. Hay solución, en este caso, linealmente independiente
de Jα, en forma de serie

J−α(z) =
(z

2

)−α ∞∑
µ=0

(−1)µ

µ! Γ(µ− α + 1)

(z
2

)2µ

, (19.4)
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Notemos que, en rigor, sólo podemos asegurar que si σ1 − σ2 = 2α es no entero, las dos
soluciones Jα y J−α son linealmente independientes. Esto todav́ıa deja abierta la posibilidad
de que si α es semientero, no sean linealmente independientes. Afortunadamente, no es aśı.

Mostremos lo anterior con α = 1/2. En este caso, la resta de las dos ráıces σ1 − σ2 =
1/2 + 1/2 = 1 ∈ Z. Sin embargo, a pesar de estar en el caso incómodo las dos soluciones
todav́ıa funcionan (hab́ıamos encontrado un hecho similar al discutir el oscilador armónico).
En efecto, consideremos α = 1/2. El denominador en (19.3) se puede reescribir

µ!Γ(µ+ 3/2) = µ!(µ+ 1/2)Γ(µ+ 1/2) .

Pero Γ(n+ 1/2) = (2n− 1)!!
√
π/2n, luego

µ! Γ(µ+ 3/2) = µ!(µ+ 1/2)(2µ− 1)!!
√
π/2µ

= µ!(2µ+ 1)(2µ− 1)!!
√
π/2µ+1

= µ!(2µ+ 1)!!
√
π/(2µ+1)

Y como (2n+ 1)!! =
(2n+ 1)!

2nn!
, de modo que

µ! Γ(µ+ 3/2) = (2µ+ 1)!
√
π/22µ+1 ,

se tiene finalmente

J1/2(z) =

√
z

2

1

z
√
π

∞∑
µ=0

(−1)µ22µ+1

(2µ+ 1)!

z2µ+1

22µ
,

es decir

J1/2(z) =

√
2

πz

∞∑
µ=0

(−1)µ

(2µ+ 1)!
z2µ+1 . (19.5)

La sumatoria en (19.5) es el desarrollo en serie de sen z, luego

J1/2(z) =

√
2

π

sen z√
z

. (19.6)

La otra solución resulta ser

J−1/2(z) =

√
2

πz

∞∑
µ=0

(−1)µ

(2µ)!
z2µ , (19.7)

o bien

J−1/2(z) =

√
2

π

cos z√
z

. (19.8)

Sin demostración: Jα para ı́ndices α = ±(2n+ 1)/2 se expresa por fórmulas semejantes.

Detengámonos por un momento en la forma de las funciones (19.6) y (19.8): ambas son
funciones armónicas, cuya amplitud decrece como

√
z. Esto está ı́ntimamente relacionado
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con la relevancia de las funciones de Bessel en problemas con simetŕıa ciĺındrica. En efec-
to, consideremos un frente de onda ciĺındrico (radiación proveniente de un alambre infinito,
por ejemplo). Esto corresponde a una solución de la ecuación de Helmholtz en coordenadas
ciĺındricas. Como el flujo de radiación sólo ocurre a través del manto del cilindro, y el área
de éste aumenta proporcionalmente a su radio ρ, entonces, por conservación de enerǵıa, la
intensidad del frente de onda ciĺındrico debe ser proporcional a 1/ρ. Como la intensidad es
proporcional al cuadrado de la amplitud, se sigue que la amplitud debe ser proporcional a
1/
√
ρ. Es decir, podemos intuir que fenómenos oscilatorios con simetŕıa ciĺındrica deben invo-

lucrar funciones armónicas, con amplitud proporcional a 1/
√
ρ, precisamente lo que sucede,

al menos, con las funciones de Bessel de ı́ndice semientero. Más adelante veremos que ésta es
una propiedad general de todas las soluciones de la ecuación de Bessel.

19.3. Funciones de Bessel de ı́ndice entero

Consideramos ahora el caso incómodo, en que el método de Frobenius no da directamente
dos soluciones linealmente independientes.

Para α = n ∈ Z, Jn dada por (19.3) es holomorfa en z = 0, y en realidad holomorfa en
todo el plano. Consideremos la primera función de Bessel, es decir con n = 0, y derivémosla:

J0(z) =
∞∑
ν

(−1)ν

(ν!)2

(z
2

)2ν

= 1− 1

(1!)2

z2

22
+

1

(2!)2

z4

24
− · · · ,

J ′0(z) = − 2

(1!)2

z

22
+

4

(2!)2

z3

24
− 6

(3!)2

z5

26
+ · · · .

Por otra parte, la función de Bessel de ı́ndice uno es

J1(z) =
z

2

∞∑
ν

(−1)ν

ν!(ν + 1)!

(z
2

)2ν

=
z

2

{
1− 1

(1!)2

z2

22
+

1

(2!)2

z4

24
− · · ·

}
.

Comparando concluimos que

J1(z) = −J ′0(z) . (19.9)

z

J (z)

J (z)

1

0
función par

función impar

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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Para ı́ndice entero positivo, (19.3) da

Jn(z) =
(z

2

)n ∞∑
ν=0

(−1)ν

ν! (ν + n)!

(z
2

)2ν

. (19.10)

Para ı́ndice entero pero negativo:

J−n(z) =
(z

2

)−n ∞∑
ν=n

(−1)ν

ν! Γ(ν − n+ 1)

(z
2

)2ν

.

Consideraremos nulos los coeficientes con ν < n en la función gamma (la función gamma
tiene polos en λ = 0, −1, −2, . . . , luego 1/Γ(λ) = 0). Sea µ = ν − n. Luego

J−n(z) =
(z

2

)n ∞∑
µ=0

(−1)µ(−1)n

(µ+ n)!µ!

(z
2

)2µ

,

lo que resumimos como

J−n(z) = (−1)nJn(z) . (19.11)

Claramente ambas soluciones no son linealmente independientes. El problema de encontrar
la segunda solución será resuelto en el Cap. 20.

19.4. Comportamiento asintótico

En la Sec. 19.2 observamos que las funciones de Bessel de ı́ndice α = ±1/2 son funcio-
nes armónicas, con amplitud proporcinoal a 1/

√
z, precisamente el resultado esperado, por

argumentos energéticos, para frentes de onda ciĺındricos. Ahora mostraremos que dicho re-
sultado es cierto también para todas las soluciones reales de la ecuación de Bessel, al menos
asintóticamente (lo cual también es razonable, ya que esperamos que los frentes de onda sean
funciones armónicas sencillas sólo asintóticamente).

Proposición 19.1 Para una variable real x� 1, toda solución real de la ecuación de Bessel
es aproximadamente de la forma A cos(x+ γ)/

√
x.

Demostración Sea √
xΨ(x) = u(x) .

Despejando y diferenciando tenemos

Ψ(x) = x−1/2u(x) ,

Ψ′(x) = x−1/2u′(x)− 1

2
x−3/2u(x) ,

Ψ′′(x) = x−1/2u′′(x)− x−3/2u′(x) +
3

4
x−5/2u(x).

Sustituyendo en la ecuación de Bessel,

u′′(x)− u′(x)

x
+

3

4

u(x)

x2
+
u′(x)

x
− 1

2

u(x)

x2
+

(
1− α2

x2

)
u(x) = 0 ,
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quedando

u′′(x) +

(
1− 1/4− α2

x2

)
u(x) = 0 .

Para x muy grande,

u′′(x) + u(x) = 0 , con solución u(x) = A cos(x+ γ) ,

luego la solución completa es

Ψ(x) = A
cos(x+ γ)√

x
.

q.e.d.

Por otra parte, cerca de cero la función de Bessel de ı́ndice nulo se puede aproximar por

J0(z) ≈ 1− z2

4
+
z4

64
=

(
1− z2

8

)2

. (19.12)

19.5. Función generatriz

Buscamos una función generatriz de las funciones de Bessel de ı́ndice entero,

Ψ(z, s) =
∞∑

n=−∞

snJn(z) . (19.13)

Usando (19.10) (que es válida también si n < 0, recordando que 1/h! ≡ 0 si h < 0, h ∈ Z),

Ψ(z, s) =
∞∑

n=−∞

sn
∞∑
l=0

(−1)l

l!(l + n)!

(z
2

)2l+n

=
∞∑

n=−∞

∞∑
l=0

(−1)l

l!(l + n)!

(z
2

)2l (zs
2

)n
=

∞∑
n=−∞

∞∑
l=0

(−1)l

l!

( z
2s

)l 1

(l + n)!

(zs
2

)l+n
Sea h = l + n. La doble suma se puede reescribir

∞∑
n=−∞

∞∑
l=0

=
∞∑
l=0

∞∑
h=−∞

,

pero los factores de la forma 1/h! reducen la suma sobre h a ir entre 0 e ∞. Aśı,

Ψ(z, s) =
∞∑
l=0

(−1)l

l!

( z
2s

)l [ ∞∑
h=0

1

h!

(zs
2

)h]
= e−

z
2s e

zs
2 .

De este modo, la función generatriz queda

Ψ(z, s) = exp

[
z

2

(
s− 1

s

)]
=

∞∑
n=−∞

Jn(z)sn . (19.14)
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19.6. Fórmulas de adición

Consideremos la función generatriz (19.14) con argumento z = (z1 + z2)/2

exp

[(
z1 + z2

2

)(
s− 1

s

)]
= exp

[
z1

2

(
s− 1

s

)]
exp

[
z2

2

(
s− 1

s

)]
,

∞∑
n=−∞

snJn(z1 + z2) =
∞∑

µ=−∞

sµJµ(z1)
∞∑

ν=−∞

sνJν(z2) .

Comparando coeficientes para igual potencia en s tenemos

Jn(z1 + z2) =
∞∑

µ=−∞

Jµ(z1)Jn−µ(z2) . (19.15)

Particularicemos (19.15) al caso n = 0 y z1 = z = −z2

J0(0) = 1 = J2
0 (z) +

∞∑
µ=1

Jµ(z)J−µ(−z) +
∞∑
µ=1

J−µ(−z)Jµ(z) ,

obteniendo

1 = J2
0 (z) + 2

∞∑
µ=1

J2
µ(z) . (19.16)

En el caso que la variable z ∈ R y considerando que | J0(z) | ≤ 1, podemos acotar los Jν por

| Jµ(z) | ≤ 1√
2
, si µ = 1, 2, 3, . . . (19.17)

Reemplazamos s = eiϕ con ϕ ∈ R, luego

1

2

(
s− 1

s

)
=

1

2
(eiϕ − e−iϕ) = i senϕ .

En la función generatriz,

exp

[
z

2

(
s− 1

s

)]
= exp(iz senϕ) ,

luego

exp(iz senϕ) =
∞∑

n=−∞

einϕJn(z) . (19.18)

Desarrollando, y usando (19.11),

exp(iz senϕ) = J0(z) +
∞∑
n=1

Jn(z)(cosnϕ+ i sennϕ) +
∞∑
n=1

J−n(z)(cosnϕ− i sennϕ) ,

= J0(z) + 2
∞∑
m=1

J2m(z) cos 2mϕ+ 2i
∞∑
m=1

J2m+1(z) sen(2m+ 1)ϕ ,
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Comparando partes real e imaginaria, con x ∈ R,

cos(x senϕ) = J0(x) + 2
∞∑
m=1

J2m(x) cos 2mϕ ,

sen(x senϕ) = 2
∞∑
m=0

J2m+1(x) sen(2m+ 1)ϕ .

(19.19)

Sea ϕ = 0. Entonces

1 = J0(x) + 2
∞∑
m=1

J2m(x) . (19.20)

Sea ϕ = π/2. Entonces

cosx = J0(x) + 2
∞∑
m=1

(−1)mJ2m(x) ,

senx = 2
∞∑
m=0

(−1)mJ2m+1(x) .

(19.21)

19.7. Representaciones integrales

Cambiemos el ı́ndice de suma en (19.18) a m, multipliquemos la ecuación por e−imϕ e
integremos en ϕ. Se obtiene∫ π

−π
exp(i(z senϕ−mϕ)dϕ = 2πJm(z) .

Si x ∈ R entonces Jm(x) es real, lo que significa

Jm(x) =
1

2π

∫ π

−π
cos (x senϕ−mϕ) dϕ ,

por paridad de la función subintegral, podemos reescribir la integral como

Jm(x) =
1

π

∫ π

0

cos (mϕ− x senϕ) dϕ . (19.22)

En particular,

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x senϕ) dϕ =
1

π

[∫ π/2

0

cos(x senϕ) dϕ+

∫ π

π/2

cos(x senϕ) dϕ

]
.

Haciendo el cambio de variable θ = ϕ− π, tenemos

J0(x) =
1

π

[∫ π/2

0

cos(x senϕ) dϕ+

∫ 0

−π/2
cos(x sen(θ + π)) dθ

]
.
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Usando que sen(θ + π) = − sen θ y que coseno es una función par,

J0(x) =
1

π

[∫ π/2

0

cos(x senϕ) dϕ+

∫ 0

−π/2
cos(x sen θ) dθ

]
.

Sumando ambas integrales

J0(x) =
1

π

∫ π/2

−π/2
cos(x senϕ) dϕ . (19.23)

Hagamos el cambio de variable en (19.23) ω = senϕ. Entonces dϕ =
dω√

1− ω2
y la integral

nos queda

J0(x) =

∫ 1

−1

cos(ωx)

π
√

1− ω2
dω .

Definamos una función p(ω) de la forma

p(ω) =

0 si |ω | ≥ 1,
1

π
√

1− ω2
si |ω | < 1,

podemos reescribir J0 como

J0(x) =

∫ ∞
−∞

cos(ωx)p(ω) dω .

Con los cambios de variable x = t y ω = 2πs, obtenemos

J0(t) =

∫ ∞
−∞

cos(2πst)F (s) ds ,

donde

F (s) =

0 si | s | ≥ 1
2π
,

2

π
√

1− 4π2s2
si | s | < 1

2π
.

De lo anterior se desprende, puesto que J0(x) es una función par, que F (s) es precisamente
la transformada de Fourier de J0(x):

F{J0, s} = F (s) .

Análogamente, tomando transformada de Fourier a la relación (19.9) obtenemos

F{J1, s} = F{−J ′0, s} = −i2πsF{J0, s} = −2πisF (s) .
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19.8. Relaciones de recurrencia

Derivemos la función generatriz (19.14) respecto a s,

∂Ψ(z, s)

∂s
=
z

2

(
1 +

1

s2

) ∞∑
n=−∞

snJn(z) ,

∞∑
n=−∞

nsn−1Jn(z) =
z

2

∞∑
n=−∞

[Jn−1 + Jn+1] sn−1 .

Comparando coeficientes,

2n

z
Jn(z) = Jn−1(z) + Jn+1(z) . (19.24)

Derivamos (19.14) respecto a z y obtenemos

∂Ψ(z, s)

∂z
=

1

2

(
s− 1

s

) ∞∑
n=−∞

snJn(z) ,

∞∑
n=−∞

snJ ′n(z) =
1

2

∞∑
n=−∞

[Jn−1 − Jn+1] sn .

Comparando coeficientes

2J ′n(z) = Jn−1(z)− Jn+1(z) . (19.25)

Sumando (19.24) y (19.25) tenemos

n

z
Jn(z) + J ′n(z) = Jn−1(z) , (19.26)

es decir

znJn−1(z) = [znJn(z)]′ . (19.27)

Por otro lado, restando (19.24) y (19.25) obtenemos

J ′n(z)− n

z
Jn(z) = −Jn+1(z) , (19.28)

es decir

−z−nJn+1(z) =
[
z−nJn(z)

]′
. (19.29)

(19.27) y (19.29) indican que, al igual que los polinomios de Hermite, las funciones de
Bessel de ı́ndice entero tienen operadores de subida y de bajada. En este caso, el operador
de subida es

−zn d
dz

1

zn
,

y el de bajada es
1

zn
d

dz
zn .
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Finalmente, consideremos (19.20)

1 = J0(z) + 2
∞∑
ν=1

J2ν(z) =
∞∑
ν=0

[J2ν(z) + J2ν+2(z)] .

Usando la relación de recurrencia (19.24) para n = 2ν + 1 tenemos

1 = 2
∞∑
ν=0

2ν + 1

z
J2ν+1(z) ,

z

2
=
∞∑
ν=0

(2ν + 1)J2ν+1(z) ,

y por inducción completa:(z
2

)n
=
∞∑
ν=0

(2ν + n)(n+ ν + 1)!

ν!
J2ν+n(z) . (19.30)

Podemos pues expresar cualquier serie de potencias en serie de funciones de Bessel.

19.9. Relaciones de ortogonalidad

Estudiemos las relaciones de ortogonalidad en el intervalo 0 ≤ x ≤ ∞. Consideremos

f(x) = Jσ(hx) , g(x) = Jσ(kx) , con h 6= k. (19.31)

Tomemos las derivadas

f ′(x) = hJ ′σ(hx) , f ′′(x) = h2J ′′σ(hx) ,

g′(x) = kJ ′σ(kx) , g′′(x) = k2J ′′σ(kx) .

La ecuaciones de Bessel que satisfacen son:

J ′′σ(hx) +
1

hx
J ′σ(hx) +

(
h2 − σ2

x2

)
Jσ(hx) = 0 ,

J ′′σ(kx) +
1

kx
J ′σ(kx) +

(
k2 − σ2

x2

)
Jσ(kx) = 0 .

Multiplicando la primera ecuación por h2 y la segunda por k2 y usando las definiciones dadas
en (19.31) obtenemos

f ′′(x) +
1

x
f ′(x) +

(
h2 − σ2

x2

)
f(x) = 0 ,

g′′(x) +
1

x
g′(x) +

(
k2 − σ2

x2

)
g(x) = 0 .

(19.32)
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Multiplicando por xg(x) y por xf(x) respectivamente y restando,

xf(x)′′g(x)− xg(x)′′f(x) + (xf ′(x)g′(x)− xf ′(x)g′(x))

+ f ′(x)g(x)− f(x)g′(x) + x(h2 − k2)f(x)g(x) = 0 .

El factor entre paréntesis corresponde a un cero agregado para lograr el reordenamiento

[x(f ′(x)g(x)− f(x)g′(x))]
′
= (k2 − h2)xf(x)g(x) .

Integrando en el intervalo a ≤ x ≤ b∫ b

a

tf(t)g(t) dt =
1

k2 − h2

[
x(f ′(x)g(x)− f(x)g′(x))

]b
a

.

La expresión del lado derecho se anulará en tres casos

1. Si Jσ(hx) y Jσ(kx) se anulan en a y en b.

2. Sus derivadas se anulan en a y en b.

3. O bien Jσ(ha) = Jσ(ka) = 0 = J ′σ(hb) = J ′σ(kb).

De cualquier modo, ∫ b

a

xJσ(hx)Jσ(kx) dx

es la t́ıpica integral que interviene en asuntos de ortogonalidad.

Ortogonalidad
Por ejemplo, para m 6= n, se tiene ortogonalidad sobre el intervalo [0, a] con∫ a

0

Jν

(
ανm

ρ

a

)
Jν

(
ανn

ρ

a

)
ρ dρ = 0 , (19.33)

donde los ανm son tales que Jν(ανm) = 0.

Normalización (sin demostración)∫ a

0

[
Jν

(
ανm

ρ

a

)]2

ρ dρ =
a2

2
[Jν+1(ανm)]2 . (19.34)

19.10. Problema de Sturm-Liouville asociado

(19.33) y (19.34) sugieren que Jν
(
ανm

ρ
a

)
pueden ser base de un espacio de funciones en

[0, a]. Poniendo h = ανm/a y σ = ν en (19.32) encontramos que satisfacen la ecuación

f ′′(ρ) +
1

ρ
f ′(ρ) +

(
α2
νm

a2
− ν2

ρ2

)
f(ρ) = 0 ,
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que se puede reescribir

ρf ′′(ρ) + f ′(ρ) +

(
α2
νm

a2
− ν2

ρ2

)
ρf(ρ) = 0 ,

o bien
d

dρ

(
ρ
d

dρ
f

)
+

(
α2
νm

a2
− ν2

ρ2

)
ρf(ρ) = 0 , (19.35)

que es un problema de autovalores de un operador autoadjunto. En efecto, tomando el ope-
rador autoadjunto

L =
d

dρ

(
ρ
d

dρ

)
− ν2

ρ
,

y la función de peso
w(ρ) = ρ > 0 en ρ ∈ [0,∞] ,

(19.35) corresponde al problema de autovalores de L, con autovalores

λνm =
α2
νm

a2
.

Aśı, las funciones Jν(λνmρ) asociadas a cada autovalor, para m = 0, 1, 2,. . . (ν está fijo) serán
un set completo en el cual se podrá expandir cualquier función en [0,∞].

¿A qué problemas f́ısicos está asociado este problema de Sturm-Liouville? Consideremos
nuevamente el operador laplaciano, como en (18.41), pero ahora en coordenadas ciĺındricas:

∇2Ψ(~r ) =

[
1

ρ

d

dρ

(
ρ
d

dρ

)
+

1

ρ2

d2

dφ2
+

d2

dz2

]
Ψ(ρ, φ, z) . (19.36)

Se aprecia de inmediato que en un proceso de separación de variables, las derivadas respecto
a z serán reemplazadas por una constante, y las derivadas respecto a φ serán reemplaza-
das por otra constante, quedando para la parte radial precisamente la ecuación de Bessel
en la forma (19.35). Por tanto, las funciones de Bessel aparecerán t́ıpicamente (no única-
mente) como soluciones de problemas que involucren el operador de Laplace (encontrar un
potencial electrostático —ecuación de Laplace—, modos normales de oscilación —ecuación
de Helmholtz—, etc.) y que tengan simetŕıa ciĺındrica.
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Caṕıtulo 20

Diversos tipos de funciones ciĺındricas

versión 14 diciembre 2009

La ecuación de Bessel, que estudiamos en el caṕıtulo anterior, da origen a una serie
de funciones que genéricamente denominamos “ciĺındricas”, debido a que la ecuación de
Bessel aparece de modo natural en diversos problemas f́ısicos con simetŕıa ciĺındrica, pues
corresponde a la parte radial del Laplaciano en dichas coordenadas. Una de ellas es la función
de Bessel Jα(z), que estudiamos en el caṕıtulo anterior. En éste revisaremos brevemente
algunas otras funciones y sus propiedades.

20.1. Segunda solución de la ecuación de Bessel

Consideremos la ecuación de Bessel, con solución centrada en z = 0. Escojamos además
n = 0:

f ′′ +
1

z
f ′ + f = 0 . (20.1)

Esta ecuación hipergeométrica tiene dos soluciones linealmente independientes, una de las
cuales es la ya conocida J0(z). Determinemos ahora la segunda solución. Observando la forma
de la segunda solución en (15.26), proponemos una solución de la forma

f(z) = J0(z)

∫ z

u(t) dt . (20.2)

Luego

1

z
f ′(z) =

1

z
J ′0(z)

∫ z

u(t) dt+
1

z
J0(z)u(z) , (20.3)

f ′′(z) = J ′′0 (z)

∫ z

u(t) dt+ 2J ′0(z)u(z) + J0(z)u′(z) . (20.4)

Reemplazando en (20.1), y puesto que J0(z) es solución de ella,

u′(z)J0(z) + u(z)

[
2J ′0(z) +

1

z
J0(z)

]
= 0 ,
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esto es,

u′(z) = −
[

2J ′0(z)

J0(z)
+

1

z

]
u(z) ,

u(z) = C exp

[
−
∫ z (2J ′0(t)

J0(t)
+

1

t

)
dt

]
,

u(z) = exp
[
− ln J2

0 (z)− ln z
]
,

es decir,

u(z) =
1

zJ2
0 (z)

=
1

z

(
1 +

∞∑
ν=1

a2νz
2ν

)
. (20.5)

La solución linealmente independiente a J0(z) es entonces

N0(z) = J0(z)

∫ z dt

tJ2
0 (t)

, (20.6)

lo que reescribimos como

N0(z) = J0(z)

[
ln z +

∞∑
ν=1

b2νz
2ν

]
= J0(z) ln z +

∞∑
ν=1

c2ν

(z
2

)2ν

.

Reemplazando en la ecuación diferencial (20.1) determinamos los coeficientes c2ν . Para ello,
notamos que:

1

z
N ′0(z) =

1

z
J ′0(z) ln z +

1

z2
J0(z) +

∞∑
ν=1

c2ν
2ν

2

(z
2

)2ν−2 1

2

N ′′0 (z) = J ′′0 (z) ln z + 2J ′0(z)
1

z
− J0(z)

1

z2
+
∞∑
ν=1

c2ν
2ν(2ν − 1)

4

(z
2

)2ν−2

.

Comparando los coeficientes de potencias iguales de z, se tiene la relación de recurrencia

c2ν = −c2ν−2

ν2
− (−1)ν

(ν!)2

1

ν
, ν ≥ 1 . (20.7)

Tomamos c0 = 0, y notamos que sólo nos interesan los ı́ndices pares. Entonces

c2 = 1 ,

c4 = −1

4
− 1

8
= −1

4

(
1 +

1

2

)
.

Afirmación

c2ν =
(−1)ν

(ν!)2

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

ν

)
. (20.8)
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Demostración La demostración es fácil por inducción. Suponiendo que la afirmación es
cierta para ν = n, podemos calcular

c2n+2 =
1

(n+ 1)2

(−1)n

(n!)2

(
1 +

1

2
+ . . .

1

n

)
− (−1)n+1

[(n+ 1)!]2
1

n+ 1

c2n+2 = − (−1)n+1

[(n+ 1)!]2

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
+

1

n+ 1

)
.

q.e.d.

Con este resultado, podemos escribir una solución linealmente independiente de J0(x) en
la forma:

N0(z) = J0(z) ln(z) +
1

(1!)2

(z
2

)2

− 1

(2!)2

(
1 +

1

2

)(z
2

)4

+
1

(3!)2

(
1 +

1

2
+

1

3

)(z
2

)6

− · · ·

(20.9)
Gráficamente:

x

N0

Análogamente, asociadas a las funciones de ı́ndices superiores Jn(z), será posible encontrar
la segunda solución, Nn(z).

En general, Nn(z) se puede encontrar notando que la función

Nα(z) =
1

senαπ
[Jα(z) cosαπ − J−α(z)] , (20.10)

es linealmente independiente a Jα(z) si α 6∈ Z , y por tanto puede ser usada como segunda
solución. Las Nα(z) se conocen como funciones de Bessel de segunda especie, o funciones de
Neumann. Lo interesante es que, al contrario de J−α(z), Nα(z) continúa siendo linealmente
independiente cuando α es entero. Para mostrarlo (no lo haremos aqúı), se puede considerar
α = n+ ε, y tomar el ĺımite ε→ 0. Resulta finalmente

Nn(z) =
2

π
ln
(z

2

)
Jn(z)− 1

π

∞∑
l=0

(−1)l[Ψ(l + 1) + Ψ(n+ l + 1)]

l!(l + n)!

(z
2

)2l+n

− 1

π

n−1∑
l=0

(n− l − 1)!

l!

(z
2

)2l−n
, (20.11)

donde

Ψ(λ) =
1

Γ(λ)

dΓ(λ)

dλ
. (20.12)
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20.2. Funciones de Hankel

En el caṕıtulo anterior, vimos que las funciones de Bessel se pueden representar en la
forma integral

Jn(z) =
1

2π

∫ π

−π
exp[i(z senφ− nφ)] dφ .

Hagamos el cambio de variable φ = −ψ, de modo que

Jn(z) =
1

2π

∫ π

−π
exp[−i(z senψ − nψ)] dψ .

Consideremos ahora una generalización de lo anterior al plano complejo, la función

Φ(z) =

∫
C

e−iz sen seiαs ds . (20.13)

Sea
g(s) = eiαs . (20.14)

Entonces
g′′ + α2g = 0 . (20.15)

Sea además
f(z, s) = e−iz sen s , (20.16)

de modo que

z2∂
2f

∂z2
+ z

∂f

∂z
+ z2f = −∂

2f

∂s2
. (20.17)

Afirmación Φ(z) satisface la ecuación de Bessel (bajo ciertas restricciones),

z2Φ′′ + zΦ′ + (z2 − α2)Φ = 0 . (20.18)

Demostración Si (20.18) se satisface, entonces

0 =

∫
C

[
z2∂

2f

∂z2
+ z

∂f

∂z
+ (z2 − α2)f

]
g .

Con (20.17),

0 = −α2

∫
C

fg −
∫
C

(
∂2f

∂s2

)
g

= −α2

∫
C

fg +

∫
C

∂f

∂s
g′ −

[
∂f

∂s
g

]∣∣∣∣
C

= −α2

∫
C

fg −
∫
C

fg′′ +

[
fg′ − ∂f

∂s
g

]∣∣∣∣
C

= −
∫
C

f(g′′ + α2g) +

[
fg′ − ∂f

∂s
g

]∣∣∣∣
C

.



20.2. FUNCIONES DE HANKEL 243

Con (20.15),

0 =

[
fg′ − ∂f

∂s
g

]∣∣∣∣
C

.

Por lo tanto, Φ es solución de la ecuación de Bessel si f y ∂f/∂s son despreciables en el
contorno de integración C.

q.e.d.

Sean ahora z = x > 0, s = s1 + is2, s1,2 ∈ R. En este caso,

sen s = sen s1 cosh s2 + i cos s1 senh s2 .

Considerando la afirmación anterior, ¿en qué parte del plano (Re s, Im s) tenemos | f(x, s) | =
| eix sen s | → 0? Esto es, buscamos un contorno C tal que

Re(−ix sen s) = x cos s1 senh s2 −→ −∞ .

Esta condición equivale a

senh s2 −→ −∞ si cos s1 > 0 ,
senh s2 −→∞ si cos s1 < 0 .

(20.19)

Escojamos los contornos de integración:

π
2

π 3π
2

-π
2

-π-3π
2

C1 C2

s1

s2

Sobre estos contornos, f y ∂f/∂s son despreciables en infinito, y estamos en condiciones
de definir dos nuevas funciones, soluciones de la ecuación diferencial de Bessel:

Definición 20.1 Funciones de Hankel

H(1,2)
α (x) =

1

π

∫
C1,2

e−ix sen seiαs ds , x > 0 (20.20)
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Consideremos el caso particular α = n, y la expresión

I(x) = H(1)
n (x) +H(2)

n (x) (20.21)

De (20.20),

I(x) =
1

π

∫
C

e−ix sen seins ds ,

con

π-π 0

C

s1

s2

Puesto que

ein(s+2π) = eins ,

sen(s+ 2π) = sen s ,

las integraciones sobre los segmentos verticales de C se anulan entre śı. Se tiene entonces

H(1)
n (x) +H(2)

n (x) =
1

π

∫ π

−π
e−ix senφeinφ dφ .

Se siguen las siguientes relaciones entre las funciones ciĺındricas que hemos examinado:

Jn =
1

2

[
H(1)
n +H(2)

n

]
, (20.22)

Nn =
1

2i

[
H(1)
n −H(2)

n

]
, (20.23)

y a la inversa,

H(1)
n = Jn + iNn , (20.24)

H(2)
n = Jn − iNn . (20.25)

Recordemos ahora que las funciones de Bessel son, de algún modo, el equivalente a las
funciones sinusoidales en coordenadas ciĺındricas. A la luz de esa analoǵıa, podemos clara-
mente observar que los resultados (20.22)–(20.25) nos “obligan” a considerar a las funciones
Jn como el equivalente a un “seno”, a las funciones de Neumann como un “coseno” [lo cual
no es sorprendente, a la luz de los resultados (19.6) y (19.8)], y a las funciones de Hankel al
equivalente a las “exponenciales complejas” respectivas. Estos resultados sin duda permiten
hacer la analoǵıa con funciones armónicas simples mucho más expĺıcita.



Caṕıtulo 21

Aplicaciones

versión 14 diciembre 2009

En este Caṕıtulo aplicaremos algunos de los resultados obtenidos en los caṕıtulos ante-
riores para resolver problemas de interés f́ısico. En particular, estudiaremos el problema de
encontrar el potencial electrostático en un cierto volumen del espacio delimitado por superfi-
cies mantenidas a potenciales dados. Este problema involucra la solución de Laplace en cierto
dominio del espacio real. En los caṕıtulos anteriores hemos podido encontrar autofunciones
asociadas al operador de Laplace, y por lo tanto podemos escribir formalmente la solución
como una combinación lineal de tales autofunciones. Los potenciales fijos en las superficies
que determinan el dominio proporcionarán las condiciones de borde necesarias para encon-
trar todos los coeficientes de dicha combinación lineal y, por ende, resolver completamente el
problema.

Además, resolveremos algunos problemas relacionados con la ecuación de onda (modos
normales de una membrana) y la ecuación de difusión.

21.1. Coordenadas rectangulares

La ecuación de Laplace en coordenadas rectangulares:

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 . (21.1)

Suponemos

Φ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) . (21.2)

Sustituyendo en (21.1) y dividiendo por (21.2) tenemos

1

X(x)

d2X

dx2
+

1

Y (y)

d2Y

dy2
+

1

Z(z)

d2Z

dz2
= 0 . (21.3)

Si cada término en (21.3) depende sólo de una variable independiente, cada uno debe ser
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igual a una constante:

1

X(x)

d2X

dx2
= −α2 , (21.4)

1

Y (y)

d2Y

dy2
= −β2 , (21.5)

1

Z(z)

d2Z

dz2
= γ2 , (21.6)

donde γ2 = α2 + β2. Si elegimos arbitrariamente α2 y β2 positivos entonces las soluciones de
(21.4), (21.5) y (21.6) son

X(x) = exp(±iαx) , Y (y) = exp(±iβy) , Z(z) = exp(±
√
α2 + β2z) ,

luego

Φ(x, y, z) = e±iαxe±iβye±
√
α2+β2z . (21.7)

Observamos que:

– α y β son arbitrarios y se determinan por las condiciones de contorno;

– por superposición lineal de (21.7) obtenemos la solución más general de la ecuación de
Laplace en coordenadas cartesianas.

Ejemplos

1) Potencial en el interior de un paraleleṕıpedo con caras a diferente potencial.
Consideremos primero el caso de un paraleleṕıpedo con todas las caras a potencial cero

salvo una. El problema general, en el cual cada una de las seis caras está a un potencial
diferente, se puede obtener como la superposición de seis de estos problemas.

Φ= 0

Φ= V (x , y)

x = a
y = b

z = c

����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������

����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������
����������������������������

Si Φ = 0 en x = 0, y = 0 y z = 0, se tiene

X(x) = sinαx ,

Y (y) = sin βy ,

Z(z) = sinh(
√
α2 + β2z) .
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Si Φ = 0 en x = a y y = b,
αa = nπ y βb = mπ ,

luego

αn =
nπ

a
, βm =

mπ

b
, y γnm =

√(nπ
a

)2

+
(mπ
b

)2

.

Podemos escribir el potencial parcial Φnm, el cual satisface todas las condiciones de contorno
excepto una:

Φnm = sin(αnx) sin(βmy) sinh(γnmz) . (21.8)

La solución completa es la superposición de estos potenciales para todos los valores posi-
bles de m y n:

Φ(x, y, z) =
∑
nm

Anm sin(αnx) sin(βmy) sinh(γnmz) . (21.9)

Sólo queda satisfacer Φ(x, y, z = c) = V (x, y):

V (x, y) =
∑
nm

Anm sin(αnx) sin(βmy) sinh(γnmc) , (21.10)

correspondiendo a una doble serie de Fourier. Los coeficientes vienen dados por

Anm =
4

ab sinh(γnmc)

∫ a

0

dx

∫ b

0

dy V (x, y) sin(αnx) sin(βmy) .

2) Calculemos ahora el potencial en la región definida por los planos x = 0, x = a, y = 0,
y =∞. Debido a la simetŕıa de traslación en z, el problema es efectivamente bidimensional:

Φ=V

0 a

Φ=0

Podemos afirmar que la solución será de la forma:

Φ(x, y) = e±iαxe±αy ,

con α real o complejo.
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La condición Φ = 0 en x = 0 y x = a, da

X(x) = sin
(nπx

a

)
.

La condición Φ = 0 para y −→∞ da

Y (y) = e−αy = e−
nπ
a
y .

Por lo tanto
Φn = e−

nπ
a
y sin

(nπx
a

)
.

La solución general es

Φ(x, y) =
∞∑
n=1

Ane
−nπ

a
y sin

(nπx
a

)
.

Los An son determinados imponiendo Φ = V para y = 0, con 0 ≤ x ≤ a:

An =
2

a

∫ a

0

Φ(x, 0) sin
(nπx

a

)
,

con Φ(x, 0) = V . Es decir,

An =
2V

nπ

∫ nπ

0

sinu du =
2V

nπ
cosu

∣∣∣∣nπ
0

=
2V

nπ
[(−1)n+1 + 1]

An =
4V

nπ

{
1 para n impar
0 para n par

Aśı, el potencial queda

Φ(x, y) =
4V

π

∑
n impar

1

n
e−

nπ
a
y sin

(nπx
a

)
. (21.11)

En principio ésta es la solución al problema. En general, por supuesto, no es posible
encontrar una forma cerrada para la suma. En este caso, sin embargo, es posible, notando
primero que la solución se puede escribir como una función en el plano complejo, como
veremos a continuación.

Usando que Im(eiθ) = sin θ y definiendo

z = e
iπ
a

(x+iy) ,

podemos reescribir el potencial como una función en el plano complejo:

Φ(z) =
4V

π
Im

[ ∑
n impar

zn

n

]
.

(Esto es un hecho bastante general. En variable compleja, las funciones anaĺıticas satis-
facen las condiciones de Cauchy-Riemann, que son equivalentes a una ecuación de Laplace,
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por tanto no es sorprendente que un potencial electrostático se pueda escribir en términos de
funciones anaĺıticas en el espacio complejo.)

Integrando (1± z)−1 =
∑

(∓z)n, tenemos

ln(1 + z) = z − z2

2
+ z3

3
− z4

4
+ · · ·

ln(1− z) = −z − z2

2
− z3

3
− z4

4
+ · · ·

Restando ambos resultados,

ln

[
1 + z

1− z

]
=
∑

n impar

zn

n
,

es decir,

Φ(x, y) =
2V

π
Im

[
ln

1 + z

1− z

]
.

Por otro lado,

1 + z

1− z
=

(1 + z)(1− z∗)
|1− z|2

=
1− |z|2 + 2i Im(z)

|1− z|2

Im

[
ln

1 + z

1− z

]
= fase

[
ln

1 + z

1− z

]
= arctan

(
2Im(z)

1− |z|2

)
Pero

z = ei
π
a

(x+iy) = e−
πy
a e

iπx
a ,

luego

Im(z) = e−
πy
a sin

(πy
a

)
,

1− |z|2 = 1− e−
2πy
a = e−

πy
a

(
e
πy
a − e−

πy
a

)
= 2e−

πy
a sinh

(πy
a

)
.

Aśı, finalmente,

Φ(x, y) =
2V

π
arctan

(
sin πx

a

sinh πy
a

)
.

21.2. Coordenadas polares, dos dimensiones

Estudiemos ahora el potencial entre dos placas conductoras que forman un cierto ángulo
β entre śı, mantenidas a potencial V :
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Φ = V

β
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La ecuación de Laplace en este caso es:

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2Φ

∂φ2
= 0 . (21.12)

Separando variables,
Φ(ρ, φ) = R(ρ)Ψ(φ) .

Reemplazando en (21.12),

Ψ(φ)

ρ

d

dρ
ρ
dR(ρ)

dρ
+
R(ρ)

ρ2

d2Ψ(φ)

dφ2
= 0

ρ

R(ρ)

d

dρ

(
ρ
dR(ρ)

dρ

)
+

1

Ψ(φ)

d2Ψ(φ)

dφ2
= 0 .

Cada uno de los términos debe ser igual a una constante:

ρ

R(ρ)

d

dρ

(
ρ
dR(ρ)

dρ

)
= ν2 ,

1

Ψ(φ)

d2Ψ(φ)

dφ2
= −ν2 ,

quedando las ecuaciones

ρ2d
2R

dρ2
+ ρ

dR

dρ
− ν2R = 0 ,

d2Ψ

dφ2
+ ν2Ψ = 0 ,

con soluciones

R(ρ) = aνρ
ν + bνρ

−ν , Ψ(φ) = Aν cos(νφ) +Bν sin(νφ) . (21.13)

En el caso especial ν = 0 las ecuaciones toman la forma

ρ
dR

dρ
= cte ,

d2Ψ

dφ2
= 0 ,

con soluciones
R(ρ) = a0 + b0 ln ρ , Ψ(φ) = A0 +B0φ . (21.14)

Si no hay restricciones sobre φ (i.e. 0 ≤ φ ≤ 2π) entonces por unicidad debemos imponer
que ν ∈ Z. Por la misma razón, cuando ν = 0 debe imponerse B0 = 0.

La solución general en dos dimensiones es entonces

Φ(ρ, φ) = a0 + b0 ln ρ+
∞∑
n=1

(anρ
n + bnρ

−n)(An cosnφ+Bn sinnφ) .

Notemos que:

1. Si el origen es incluido en el volumen, en el cual no hay carga, todos los bn son 0
(b0 = bn = 0 ∀n )

2. Si excluimos el origen bn 6= 0.
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3. El término logaŕıtmico equivale al potencial generado por una ĺınea de carga infinita
sobre el eje z, con densidad lineal de carga λ = −b0/2.

En nuestro problema, 0 ≤ φ ≤ β. Las condiciones de borde son entonces

Φ(ρ, 0) = Φ(ρ, β) = V .

La condición de que la solución sea finita en ρ = 0 implica que

b0 = bν = 0 .

Para φ = 0 se obtiene

V = a0A0 +
∑
ν

aνρ
νAν .

Siendo el lado izquierdo independiente de ρ,

aνAν = 0 ,

a0A0 = V .

La primera ecuación da Aν = 0 (si aν = 0, no habŕıa ninguna dependencia en ρ del potencial).
Para φ = β se obtiene

V = a0(A0 +B0β) +
∑
ν

aνρ
νBν sin νβ ,

a0B0β = −
∑
ν

aνρ
νBν sin νβ .

Siendo el lado izquierdo independiente de ρ, ambos términos deben ser nulos. Como a0A0 = V ,
se sigue que a0 6= 0, luego

B0 = 0 .

En el lado derecho, en tanto, como aν 6= 0 (para preservar alguna dependencia en ρ del
potencial), y Bν 6= 0 (para preservar dependencia en φ), se concluye que

sin νβ = 0 ,

es decir
ν =

mπ

β
, m = 1, 2, 3, . . .

Queda entonces la solución general

Φ(ρ, φ) = V +
∞∑
m=1

amρ
mπ/β sin

(
mπφ

β

)
.

Para ρ suficientemente pequeño sólo el primer término es relevante:

Φ(ρ, φ) ' V + a1ρ
π/β sin

(
πφ

β

)
.
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Las componentes del campo eléctrico son

Eρ =
∂Φ

∂ρ
' −πa1

β
ρ
π
β
−1 sin

(
πφ

β

)
Eφ = −1

ρ

∂Φ

∂φ
' πa1

β
ρ
π
β
−1 cos

(
πφ

β

)
La densidad de carga para φ = 0 y φ = β es

σ(ρ) =
Eφ
4π
' − a1

4β
ρ
π
β
−1 .

21.3. Ecuación de Laplace en coordenadas esféricas

La ecuación a resolver es

1

r

∂2

∂r2
(rΦ) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
= 0

Separando variables, suponemos Φ(~r ) = r−1U(r)P (θ)Q(φ). Obtenemos

PQ
d2U

dr2
+

UQ

r2 sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

UP

r2 sin2 θ

d2Q

dφ2
= 0 .

Si multiplicamos por r2 sin2 θ
UPQ

queda

r2 sin2 θ

[
1

U

d2U

dr2
+

1

Pr2 sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)]
+

1

Q

d2Q

dφ2
= 0 .

El último término debe ser una constante:

1

Q

d2Q

dφ2
= −m2 ,

es decir
Q = e±imφ .

Para que Q sea univaluada para φ ∈ [0, 2π], m debe ser entero.
Separando ahora las ecuaciones para P (θ) y U(r), queda la ecuación angular

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
P = 0 ,

donde l(l + 1) es otra constante real, y la ecuación radial

d

dr2
U(r)− l(l + 1)

U(r)

r2
= 0 .

La ecuación radial es la ecuación de Euler, con solución

Ul(r) = Arl+1 +Br−l .
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l aún está por determinar. Escribiendo x = cos θ, se observa que la ecuación para P (θ) es la
ecuación generalizada de Legendre. Sus soluciones regulares en [−1, 1] (θ ∈ [0, 2π]), son las
funciones asociadas de Legendre (Cap. 18):

Pm
l (x) = (1− x2)m/2

dm

dxm
Pl(x) ,

si l es un entero, y m = −l, −l + 1, . . . , l − 1, l.
La solución general se puede escribir entonces,

Φ(r, θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Aml
(
Arl +Br−(l+1)

)
Pm
l (cos θ)eimφ ,

o en términos de los armónicos esféricos,

Φ(r, θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Bml

(
Arl +Br−(l+1)

)
Ylm(θ, φ) .

Si hay simetŕıa azimutal, es decir, si no hay dependencia en φ, entonces m = 0, con lo
cual la ecuación para θ se convierte en la ecuación de Legendre ordinaria:

d

dx

[
(1− x2)

dP

dx

]
+ l(l + 1)P = 0 ,

y la solución general es

Φ(r, θ) =
∞∑
l=0

(Alr
l +Blr

−(l+1))Pl(cos θ) .

{Al, Bl} son determinados por las condiciones de contorno.

Ejemplo Potencial al interior de una esfera de radio a, en cuya superficie el potencial es
V (θ).

En este caso, la solución debe ser regular en el origen, luego

Bl = 0 .

Al imponer la condición de borde,

V (θ) =
∞∑
l=0

Ala
lPl(cos θ) ,

con Al

Al =
2l + 1

2al

∫ π

0

V (θ)Pl(cos θ) sin θdθ .

Particularicemos al caso en que el hemisferio superior e inferior están a potenciales opues-
tos:
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Φ = V

Φ = −V

V (θ) =

{
+V 0 ≤ θ ≤ π/2
−V π/2 < θ ≤ π

.

Entonces,

Al =
2l + 1

2al
V

[∫ π/2

0

Pl(cos θ) sin θ dθ −
∫ π

π/2

Pl(cos θ) sin θ dθ

]
.

Con el cambio de variables u = cos θ, de modo que du = − sin θ dθ,

Al =
2l + 1

2al
V

[
−
∫ 0

1

Pl(u) du+

∫ −1

0

Pl(u) du

]
,

Al =
2l + 1

2al
V

[∫ 1

0

Pl(u) du−
∫ 0

−1

Pl(u) du

]
.

Usando la paridad de los polinomios de Legendre,∫ 1

0

Pl(u) du−
∫ 0

−1

Pl(u) du = 2

∫ 1

0

Pl(u) du si l impar,

y es cero si l es par. Si l es impar, entonces,

Al =
2l + 1

al
V

∫ 1

0

Pl(u) du =
2l + 1

al
V

(
−1

2

)(l−1)/2
(l − 2)!!

2
(
l+1
2

)
!!
,

y la solución queda

Φ(r, θ) = V
∞∑
l=0

(2l + 1)

(
−1

2

)(l−1)/2
(l − 2)!!

2
(
l+1
2

)
!!

(r
a

)l
Pl(cos θ) .

Es fácil darse cuenta que para resolver el problema exterior, basta reemplazar(r
a

)l
−→

(a
r

)l+1

en la solución anterior.

A partir de la discusión sobre la función generatriz de los polinomios de Legendre, Sec.
18.1, es inmediato obtener el siguiente importante resultado:

1

|~x− ~x′|
=
∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

Pl(cos γ) =
1√

r2
> + r2

< − 2r<r> cos γ
,
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donde r< (r>) es el más pequeño (grande) de |~x| y |~x′|, y γ es el ángulo entre ~x y ~x′.
También importante es la siguiente observación: notemos que si tenemos un problema con

simetŕıa acimutal, el potencial sobre el eje z es (θ = 0, cos θ = 1, Pl(cos θ) = 1)

Φ(z) =
∞∑
l=0

Alz
l +

Bl

zl+1
.

En consecuencia, si hay simetŕıa acimutal, y de algún modo conseguimos evaluar el potencial
sobre el eje z como una serie de potencias, eso significa haber encontrado los coeficientes Al
y Bl de la expansión anterior. Dada la unicidad de la expansión, entonces, el potencial en
todo el espacio se obtiene simplemente reemplazando z por r, y multiplicando cada término
de la serie por Pl(cos θ). Veamos un ejemplo a continuación:

Ejemplo Consideremos un anillo de radio a y densidad de carga q, paralelo a y a una
distancia b del plano x-y. Deseamos encontrar el potencial debido a este anillo cargado en
todo el espacio.

a

b

q

z

α

c

Este problema tiene claramente simetŕıa acimutal. Además, es particularmente sencillo
encontrar el potencial en el eje z, que es el eje de simetŕıa del anillo. En efecto, todos los
puntos del anillo se encuentran a la misma distancia R de un punto dado sobre el eje z.
Calcular el potencial en dicho punto como una suma sobre todos los puntos del anillo resulta
muy simple. Si λ = q/2πa es la densidad lineal de carga, entonces

Φ(z) =

∫ 2π

0

λa dθ

R
=

q

2aπ

2aπ

R
=

q

(z2 + c2 − 2zc cosα)1/2
,

donde c2 = a2 + b2 y α = arctan(a/b). Ahora podemos distinguir dos casos:

si z > c, Φ(z) = q

∞∑
l=0

cl

zl+1
Pl(cosα) ,

si z < c, Φ(z) = q

∞∑
l=0

zl

cl+1
Pl(cosα) .
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Hemos entonces expresado el potencial en el eje z como una serie de potencias, y los coefi-
cientes tienen la forma que esperábamos, ∼ zl para z pequeño, y ∼ z−(l+1) para z grande.

Ahora podemos afirmar que el potencial en todo el espacio se obtiene simplemente mul-
tiplicando por Pl(cos θ) todos los términos de la serie:

Φ(r, θ) = q
∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

Pl(cosα)Pl(cos θ) ,

donde r<(r>) es el más pequeño (grande) de r y c.
En particular para α = π

2
y θ = π

2
(el anillo se encuentra sobre el plano x-y, y el punto

de observación está sobre el mismo plano),

Φ
(
r,
π

2

)
= q

∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

[Pl(0)]2 .

Pero

P2k(0) =
(−1)k(2k − 1)!!

2kk!
,

P2k+1(0) = 0 ,

luego

Φ(r) = q

∞∑
k=0

r2k
<

r2k+1
>

[
(2k − 1)!!

2kk!

]2

.

Volviendo a los problemas sin simetŕıa acimutal necesariamente, de modo que la solución
de la ecuación de Laplace puede ser escrita

Φ(r, θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

[Almr
l +Blmr

−(l+1)]Ylm(θ, φ) ,

el potencial dentro de una esfera de radio R donde se ha especificado sobre su superficie el
potencial V (θ, φ) vendrá dado por la condición:

V (θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

AlmR
lYlm(θ, φ) ,

donde

Alm =
1

Rl

∫
dR Y ∗lm(θ, φ)V (θ, φ) .

Finalmente, recordemos que hemos expresado |~x − ~x′|−1 como una serie de potencias de
|~x| y |~x′|, involucrando el coseno del ángulo γ entre ambos vectores. A su vez, si ~x y ~x′ están
determinados por los ángulos Ω = (θ, φ), Ω′ = (θ′, φ′), conocemos una relación entre Pl(cos θ)
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y los armónicos esféricos evaluados en Ω y Ω′ [(18.58)]. Esto da origen al Teorema de adición
de los Armónicos Esféricos :

1

|~x− ~x′|
= 4π

∞∑
l=0

∞∑
m=−l

1

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) .

Esta expresión nos permite escribir el potencial debido a una carga puntual, separando
entre śı las coordenadas asociadas a ~x y a ~x′. Esto resulta útil al integrar sobre una de
las variables, digamos ~x′ (que puede representar la posición de la distribución de carga),
manteniendo a la otra coordenada (~x) constante (punto de observación).

En definitiva, esta fórmula de adición no hace sino recordarnos que cualquier función angu-
lar (en particular la distancia entre dos puntos cualesquiera del espacio) puede ser expandida
en la base de armónicos esféricos.

21.4. Ecuación de Laplace en coordenadas ciĺındricas

La ecuación a resolver es:

∂2Φ

∂ρ2
+

1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ

∂φ2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 .

Separando variables:
Φ(ρ, θ, z) = R(ρ)Q(φ)Z(z) ,

queda

QZ
d2R

dρ2
+
QZ

ρ

dR

dρ
+
RZ

ρ2

d2Q

dφ2
+RQ

d2Z

dz2
= 0

1

R

d2R

dρ2
+

1

ρR

dR

dρ
+

1

ρ2Q

d2Q

dφ2
+

1

Z

d2Z

dz2
= 0

La única dependencia en z está en el último término, y la única dependencia en φ está en
el penúltimo término, por tanto deben ser iguales a una constante, que llamamos k2 y −ν2,
respectivamente. Entonces quedan las ecuaciones:

d2Z

dz2
− k2Z = 0 ,

d2Q

dφ2
+ ν2Q = 0 ,

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(
k2 − ν2

ρ2

)
R = 0 .

Las ecuaciones para z y φ tienen solución:

Z = e±kz , Q = e±iνφ .

Para que la función sea univaluada cuando 0 ≤ φ ≤ 2π es permitido, ν debe ser entero.
k, por su parte, puede ser cualquier número real en principio.
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Si x = kρ, la ecuación radial queda

d2R

dx2
+

1

x

dR

dx
+

(
1− ν2

x2

)
R = 0 ,

que es la ecuación de Bessel, con soluciones Jν , J−ν . Éstas soluciones son linealmente inde-
pendientes sólo si ν 6∈ Z. Si todos los ángulos entre 0 y 2π son permitidos, que es lo usual,
entonces ν es entero y no son independientes, y hay que usar como base de soluciones las
funciones de Bessel y de Neumann, Jν y Nν , con

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
,

o bien las funciones de Hankel:

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x) ,

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x) .

Si las soluciones deben ser regulares en el origen, sin embargo, las soluciones a usar son
solamente las funciones de Bessel Jν(x). La sucesión {√ρJν(xνn ρa)} con ν fijo, Jν(xνn) = 0,
n = 1, 2, 3. . . es un conjunto de funciones ortogonales en el intervalo 0 ≤ ρ ≤ a, cumpliéndose
que ∫ a

0

ρJν

(
xνn′

ρ

a

)
Jν

(
xνn

ρ

a

)
dρ =

a2

2
[Jν+1(xνn)]2δnn′ .

Al escribir una función arbitraria de ρ como combinación lineal de esta base se obtiene la
llamada expansión en serie de Fourier Bessel:

f(ρ) =
∞∑
n=1

AνnJν

(
xνn

ρ

a

)
0 ≤ ρ ≤ a ,

con

Aνn =
2

a2J2
ν+1(xνn)

∫ a

0

ρf(ρ)Jν

(
xνn

ρ

a

)
dρ .

De lo indicado en la sección 19.9 se sigue que esta expansión es apropiada cuando la
función es nula en ρ = 0, es decir, cuando las condiciones de borde sobre el manto del
cilindro son tipo Dirichlet. Si las condiciones de borde son tipo Neumann, de modo que la
derivada de la función se debe anular en ρ = a, entonces es posible una expansión en la
base
√
ρJν(yνn

ρ
a
) donde yνn es la n-ésima ráız de dJν(x)

dx
.

Ejemplo Busquemos el potencial en el interior de un cilindro cuya tapa superior se encuentra
a potencial V (ρ, θ):
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ρ = a

Φ = 0
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�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
����������������� Φ = V ρ,φ( )

z

Todos los ángulos φ están permitidos, por lo tanto podemos escribir las funciones en cada
variable en la forma:

Q(φ) = A sinmφ+B cosmφ ,

Z(z) = sinh kz ,

R(ρ) = CJm(kρ) +DNm(kρ) .

La expresión para Z(z) satisface la condición de borde Z(0) = 0. Como además Φ es finito
en ρ = 0, debe tenerse

k = kmn =
xmn
a

, n = 1, 2, 3 ,

donde xmn es la ráız n-ésima de Jm i.e. Jm(xmn) = 0. La solución general se escribe entonces

Φ(ρ, φ, z) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm(kmnρ) sinh(kmnz)[Amn sin(mφ) +Bmn cos(mφ)] .

Imponiendo la condición de borde en z = L:

V (ρ, φ) =
∑
mn

sinh(kmnL)Jm(kmnρ)[Amn sinmφ+Bmn cosmφ] .

Los coeficientes del potencial Amn, Bmn se encuentran invirtiendo esta doble serie de Fourier
Bessel. Usando las relaciones de ortogonalidad para senos, cosenos y las funciones de Bessel:

Amn =
2 cosech(kmnL)

πa2J2
m+1(kmna)

∫ 2π

0

dφ

∫ a

0

dρ ρV (ρ, φ)Jm(kmnρ) sinmφ ,

Bmn =
2 cosech(kmnL)

πa2J2
m+1(kmna)

∫ 2π

0

dφ

∫ a

0

dρ ρV (ρ, φ)Jm(kmnρ) cosmφ .

21.5. Otras aplicaciones

21.5.1. Modos normales de oscilación

Un sistema oscilatorio se puede caracterizar por una variable ψ(~r, t) (escalar o vectorial)
que depende del espacio y el tiempo, y que satisface la ecuación de onda

∇2ψ − 1

v2

∂2ψ

∂t2
= 0 ,
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donde v es la velocidad de propagación de las oscilaciones. ψ puede ser la altura de cada
punto de una cuerda tensada horizontalmente, la presión de un gas, el ángulo de un péndulo
respecto a la posición de equilibrio, el campo electromagnético, etc. Los modos normales de
un sistema oscilatorio son aquellos en que todas las partes móviles del sistema oscilan con
una misma frecuencia, ω. En este caso, la dependencia temporal de ψ, para todo ~r, se puede
escribir como un factor eiωt, en cuyo caso la ecuación de onda se convierte en la ecuación de
Helmholtz : (

∇2 + k2
)
ψ(~r ) = 0 ,

con
k = ω/v .

Al involucrar el operador Laplaciano, esperamos que sus soluciones (es decir, la amplitud
de los modos normales de oscilación de un sistema general), se pueda escribir en términos
de funciones sinusoidales, armónicos esféricos o funciones de Bessel, según la simetŕıa del
problema. Revisemos algunos ejemplos.

Modos normales de un gas dentro de una cavidad esférica de radio a

La ecuación de Helmholtz se escribe en este caso:

1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
+ k2ψ2 = 0 .

Separando variables, escribiendo ψ(~r ) = R(r)P (θ)Q(φ), es fácil advertir que las ecuacio-
nes angulares serán las mismas que para la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas
(Sec. 21.3), de modo que la parte angular corresponderá a los armónicos esféricos:

P (θ)Q(φ) = Ylm(θ, φ) .

La ecuación radial, en tanto, queda:

1

r

d2

dr2
(rR(r))− l(l + 1)

r2
R(r) + k2R(r) = 0 .

Con el cambio de variables
R(r) = U(r)/

√
r ,

queda [
d2

dr2
+

1

r

d

dr
+ k2 −

(l + 1
2
)2

r2

]
U(r) = 0 .

Con r = kx, queda [
d2

dx2
+

1

x

d

dx
+ 1−

(l + 1
2
)2

x2

]
U(x) = 0 ,

que es la ecuación de Bessel (19.1) con α = l + 1/2. Aśı, la solución radial se puede escribir
en la forma

R(r) = Alm
Jl+1/2(kr)

r1/2
+Blm

Nl+1/2(kr)

r1/2
,
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que se puede reescribir en términos de las funciones de Bessel esféricas :

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x) ,

nl(x) =

√
π

2x
Nl+ 1

2
(x) .

Como sus equivalentes ciĺındricos, jl(x) es regular en el origen y nl(x) es singular en el origen.

(Observemos que los mismos argumentos energéticos que nos sugieren que Jα debe dismi-
nuir su amplitud como

√
x, nos muestran ahora la necesidad de que las funciones de Bessel

esféricas tengan el prefactor
√
x. En efecto, para un frente de onda esférico la amplitud debe

decrecer como 1/r, ya que el área de dicho frente crece como r2. Como la función de Bessel
por śı sola, asintóticamente, tiene amplitud proporcional a 1/

√
r, se requiere un factor 1/

√
r

adicional para tener el balance energético correcto.)

Estando interesados en el interior de una cavidad esférica, nos quedamos con jl(x). Al
imponer la condición de borde de paredes fijas, es decir ψ(r = a, θ, φ) = 0, se obtiene

k = kln =
xln
a

,

con xln es n-ésimo cero de jl(x).

Ahora bien, cada k corresponde a un modo normal (es decir, a un modo caracterizado
por una única frecuencia, dada por ω = ck). Los modos normales de la cavidad esférica son
entonces

ψnlm(~r ) = jl

(
xln

r

a

)
Ylm(θ, φ) ,

asociados a frecuencias

ωln = vkln = v
xln
a

.

v es la velocidad del sonido en el gas. Observemos que la frecuencia no depende del ı́ndice
azimutal m. Es decir, existen 2l+1 (la cantidad de m’s posibles para cada l) modos normales
con la misma frecuencia (el espectro es degenerado).

Finalmente, la solución general entonces es una combinación lineal sobre todos los modos
normales:

ψ(~r, t) =
∞∑
n=1

∞∑
l=1

l∑
m=−l

Anlmψnlm(r, θ, φ)eiωlnt .

Los coeficientes Anlm se obtienen al imponer una condición inicial. Por ejemplo, si inicialmente
el gas al interior de la cavidad esférica está dado por una función ψ0(r, θ, φ), los Anlm se
obtendrán invirtiendo la serie de Fourier

ψ0(r, θ, φ) =
∞∑
n=1

∞∑
l=1

l∑
m=−l

Anlmjl

(
xln

r

a

)
Ylm(θ, φ) .
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Membrana circular

Consideremos los modos de oscilación de una membrana circular de radio a, densidad de
masa superficial σ, sometida a una tensión T , con extremos fijos. En este caso, la ecuación de
Helmholtz involucra el Laplaciano en dos dimensiones, conveniendo escribirlo en coordenadas
polares: [

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+ k2

]
ψ(ρ, φ) = 0 .

La separación de variables, ψ(ρ, φ) = R(ρ)Ψ(φ), de modo análogo a lo realizado en la sección
21.2, da las ecuaciones

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(
k2 − ν2

ρ2

)
R = 0 ,

d2Ψ

dφ2
+ ν2Ψ = 0 .

La ecuación angular tiene soluciones armónicas, e±iνφ. La monovaluación de la solución en
el intervalo [0, 2π] indica que ν ∈ Z. La ecuación radial, en tanto, es la ecuación de Bessel,
con solución Jν(kρ) (la otra solución linealmente independiente, Nν(kρ), no es aceptable
f́ısicamente, pues diverge en ρ = 0. Además, la condición de borde fijo implica que

k = kνn =
xνn
a

,

con xνn el n-ésimo cero de Jν(x). Cada kνn está asociado a una frecuencia

ωνn = vkνn = v
xνn
a

, (21.15)

donde

v =

√
T

σ

es la velocidad de propagación de las vibraciones sobre la membrana.
A diferencia de lo que ocurre con las oscilaciones de una cavidad esférica, la frecuencia

depende de todos los ı́ndices (ν y n) presentes en el sistema, luego no hay degeneración del
espectro. Todos los modos normales tienen distinta frecuencia. Estos modos están descritos
por la función

ψνn(ρ, θ, t) = Jν

(
xνn

ρ

a

)
(Aν sen(νφ) +Bν cos(νφ))eiωνnt , (21.16)

y la solución general por una combinación lineal de estos modos:

ψ(ρ, θ) =
∞∑
ν=0

∞∑
n=1

Jν

(
xνn

ρ

a

)
(Aν sen(νφ) +Bν cos(νφ))eiωνnt .

Dado que las frecuencias (21.15) son proporcionales a los ceros de las funciones de Bessel, es
posible conocer la razón entre las frecuencias de oscilación de la membrana circular. Las seis
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frecuencias más bajas son:

ω01 ,

ω11 = 1.593ω01 ,

ω21 = 2.136ω01 ,

ω02 = 2.295ω01 ,

ω12 = 2.917ω01 ,

ω03 = 3.598ω01 .

Para dibujar estos modos normales, basta notar que su amplitud se puede reescribir en la
forma:

Jν

(
xνn

ρ

a

)
cos(νφ+ αν) ,

con αν una cierta fase, que podemos considerar nula si nos interesa sólo un modo normal a
la vez. Entonces advertimos que la frecuencia ωνn corresponde a un modo de oscilación con
n nodos radiales —contando el borde fijo como un nodo radial— y ν nodos angulares. Los
primeros seis modos normales tienen la siguiente forma:

ω01 ω11 ω21

ω02 ω12 ω03

+ +
+

+

+ +

_
_

_

_ _ +
+ _

+
_

En esta figura, las ĺıneas indican ĺıneas nodales, el signo + indica regiones que en un tiempo
dado se desplazan saliendo del plano de la página, y el signo − regiones que en el mismo
tiempo se desplazan entrando al plano de la página.

21.6. Ecuación de difusión

Si u es una cantidad conservada, entonces uno puede afirmar que la variación de u dentro
de un volumen sólo es posible porque hay un flujo de esa cantidad a través de las paredes del
volumen:

d

dt

∫
V

d~r u(~r, t) = −
∫
S[V ]

d~a · ~J(~r, t) , (21.17)

donde ~J es una corriente asociada a u. Del teorema de la divergencia se sigue entonces que

~∇ · ~J +
∂u

∂t
= 0 . (21.18)
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Puesto que se espera en procesos de difusión que exista corriente sólo si hay gradientes de
concentración, y que la dirección de la corriente sea tal que vaya de puntos de alta concen-
tración a puntos de baja concentración (tendiendo a homogeneizar el sistema), se supone
t́ıpicamente que

~J = −λ~∇u(~r, t) , (21.19)

con λ alguna constante. Se tiene entonces

∇2u− 1

λ

∂u

∂t
= 0 . (21.20)

Por ejemplo, la ecuación de difusión del calor es de la forma (21.19), con λ = K/σρ, donde
K es la conductividad térmica, σ el calor espećıfico y ρ la densidad.

Consideremos entonces el problema de la difusión del calor en el interior de un parale-
leṕıpedo de aristas a, b, c, cuyas paredes están a temperatura cero, y que inicialmente tiene un
perfil de temperatura u0(x, y, z). El dibujo es esencialmente el mismo que el de la página 246,
aśı que no lo repetiremos.

Al separar variables en (21.20), escribiendo u(~r, t) = R(~r )T (t), obtenemos

∇2R

R
=

1

λ

1

T

dT

dt
.

Ambos términos deben ser entonces igual a una constante, que llamaremos −k2. Entonces
obtenemos, para la parte temporal,

dT

dt
+ λk2T = 0 ,

que tiene por solución
T (t) = e−λk

2t ,

lo que indica que, si k es real, un perfil inicial decaerá exponencialmente hacia la situación
de equilibrio. La parte espacial, en tanto, es

∇2R + k2R = 0 ,

que no es sino la ecuación de Helmholtz.
Dada la simetŕıa del problema, la escribimos en coordenadas cartesianas y separamos

variables, R(~r) = X(x)Y (y)Z(z), obteniéndose

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+
Z ′′

Z
+ k2 = 0 . (21.21)

Concluimos entonces que cada término debe ser igual a una constante. En particular, podemos
escribir X ′′/X = −α2, Y ′′/Y = −β2, Z ′′/Z = −γ2, de modo que

X ′′ + α2X = 0 ,

Y ′′ + β2Y = 0 ,

Z ′′ + γ2Z = 0 .
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Notando que deben satisfacerse las condiciones de borde X(0) = Y (0) = Z(0) = X(a) =
Y (b) = Z(c) = 0, concluimos rápidamente que las soluciones son

X(x) = sen
(π
a
nxx
)
,

Y (y) = sen
(π
b
nyy
)
,

Z(z) = sen
(π
c
nzz
)
,

con nx, ny, nz enteros. Reemplazando estas soluciones en (21.21) encontramos que

k = knx,ny ,nz = π

√(nx
a

)2

+
(ny
b

)2

+
(nz
c

)2

. (21.22)

La base de soluciones de (21.20) es entonces

unx,ny ,nz(x, y, z, t) = sen
(π
a
nxx
)

sen
(π
b
nyy
)

sen
(π
c
nzz
)
e
−λπ2

[
(nxa )

2
+(nyb )

2
+(nzc )

2
]
t
, (21.23)

y la solución general es de la forma

u(x, y, z, t) =
∞∑

nx,ny ,nz=0

Anx,ny ,nzunx,ny ,nz(x, y, z, t) . (21.24)

Por ejemplo, si inicialmente tenemos un cubo de arista a, con un perfil de temperatura
inicial sinusoidal en todas direcciones:

u(x, y, z, 0) = T0 sen
(π
a
x
)

sen
(π
a
y
)

sen
(π
a
z
)
, (21.25)

es inmediato verificar, al imponer esta condición inicial sobre (21.24), que

Anx,ny ,nz = T0δnx,1δny ,1δnz ,1 , (21.26)

y que la evolución temporal de este perfil será

u(x, y, z, t) = T0 sen
(π
a
x
)

sen
(π
a
y
)

sen
(π
a
z
)
e−λ

3π2

a2 t . (21.27)

21.7. Difusión con creación de part́ıculas

Consideremos la evolución de neutrones en material fisionable. Cuando un neutrón im-
pactar sobre un núcleo de U235 —por ejemplo—, éste se fisiona y se liberan nuevos neutrones,
que pueden continuar la reacción en cadena. En principio, la densidad de neutrones es una
cantidad conservada, salvo por el hecho de que se están generando nuevos neutrones continua-
mente. Si n(~r, t) es la densidad de neutrones, ~J su corriente, y si suponemos que la creación
de neutrones ocurre a una tasa temporal 1/τ , y es proporcional a la densidad de neutrones
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(es decir, se generan más neutrones en regiones donde hay mayor cantidad de ellos), podemos
reescribir la “ecuación de conservación” (21.17) para los neutrones en la forma

d

dt

∫
V

d~r n(~r, t) = −
∫
S[V ]

d~a · ~J(~r, t) +
1

τ

∫
V

d~r n(~r, t) . (21.28)

Al usar el teorema de la divergencia para el término de superficie, y poner una ley para la
corriente de la forma (21.19), es claro que se obtendrá la siguiente ecuación para la densidad:

∂n

∂t
= λ∇2n+

1

τ
n ,

es decir,

∇2n− 1

λ

∂n

∂t
+

1

λτ
n = 0 . (21.29)

Esta ecuación de continuidad modificada describe el comportamiento de la densidad de neu-
trones en material fisionable, considerando creación de neutrones a una tasa proporcional a
su densidad.

Separando variables en la forma n(~r, t) = R(~r )T (t), se tiene:

∇2R

R
=

1

λT

dT

dt
− 1

λτ
.

Cada lado debe ser igual a una constante, que llamaremos −k2, de modo que quedan las
ecuaciones

(∇2 + k2)R = 0 ,

dT

dt
=

1

τ
(1− k2λτ)T ,

es decir nuevamente la ecuación de Helmholtz para la parte espacial, y una parte temporal
de la forma

T (t) = e
1
τ

(1−k2λτ)t .

Estudiemos ahora una geometŕıa espećıfica: una esfera de radio a que contiene U235, que
impide el ingreso o fuga de neutrones por sus paredes, de modo que n(r = a, θ, φ, t) = 0.
Debido a la simetŕıa esférica, el problema para la parte espacial es el mismo que para los
modos normales dentro de una cavidad esférica (Sec. 21.5.1), es decir,

k = kln =
xln
a

(21.30)

y

R(~r ) = jl

(
xln

r

a

)
Ylm(θ, φ) , (21.31)

con jl(x) la función de Bessel esférica e Ylm(θ, φ) los armónicos esféricos. Con (21.30) y
(21.31), la base de soluciones de (21.29) es

nlnm(~r, t) = jl

(
xln

r

a

)
Ylm(θ, φ)e

1
τ

(
1−x

2
ln
a2 λτ

)
t
, (21.32)
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La evolución de la densidad de neutrones en esta esfera de material fisionable, para un perfil
de densidad inicial dado, es de la forma

n(~r, t) =
∑
nlm

Alnmnlnm(~r, t) . (21.33)
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fórmula de duplicación, 104, 107
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272 ÍNDICE ALFABÉTICO
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