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Capitulo 1

Espacio de funciones

versién 17 agosto 2009

1.1. Definiciones

Definicién 1.1 Denotemos por Cy [a, b] al conjunto de funciones complejas continuas de una
variable real t € [a,b]. Ademas, escojamos que:

VfeClal], fla)= () (1.1)
Notemos que claramente se cumple

Si f,g €Cola,bl = f+g€Cyla,b] (1.2a)

si f€Cylab]y e C = Af€Colab] . (1.2b)

Definicién 1.2 Denotemos por C [a,b] al conjunto de funciones complejas seccionalmente
continuas, acotadas (o sea, con discontinuidades “mansas” o de primera especie), de una
variable real t € [a,b].

f € Cla, b

>
>

t

>~ —m e —————

a to

Si ty es un punto de discontinuidad, la funcion f debe estar dada, en ese punto, por
1 _
Flto) = 5 [ + (53] (13)

Podemos afirmar que los conjuntos Cy [a,b] y C [a, b] forman espacios vectoriales sobre el
cuerpo de los complejos. Ademads, Cq [a, b] C C [a, b].

1



2 CAPITULO 1. ESPACIO DE FUNCIONES

Definicién 1.3 Consideremos dos funciones f, g € C[a,b]. Definimos su producto escalar
como

b
(flg)= / F(0)(t) dt (1.4)

Propiedades del producto escalar. Sean f, g, h € C[a,b] y A € C.

(flg)=(glf) (1.5a)
(flg+h)=(flg)+(flh)
(f+glh)=(flh)+(g|h) (1.5b)

(AMflg)=x(flg)

(flAg)=A(flg) (1.5¢)

Sif£0=(f|f)>0. (1.5d)

Definicién 1.4 Un espacio vectorial complejo dotado de un producto escalar con las pro-
piedades anteriores, ecuaciones (|1.5)), se conoce como espacio pre-Hilbert.

Definicién 1.5 Sea f € C|[a,b]. Definimos su norma:

IfIl=vV(fl1f)eR. (1.6)

Propiedades de la norma. Sean f,g € C[a,b] y A € C.

1fII=0 (1.72)
AL = AT (1.7b)
LCFla)IL<Ifl-Nall Desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.7¢)
NfEgll <l fll+1gll Desigualdad Triangular (1.7d)
Sif(z) Z0=| f|l >0. (1.7¢)

Demostracién Desigualdad de Cauchy-Schwartz, ecuacién (1.7¢). Sea A € C arbitrario.

0<Af+ gl = (AF+glAf+g) = M IFIP+ A (fla) +A(glf)+ gl
Siendo A arbitrario, tomémoslo entonces como:

Ul e _llf)
Fals [Fals

(Observar que esta eleccién corresponde a un extremo del lado derecho de la relacién anterior
con respecto a A. Es decir, simplemente estamos diciendo que, si el lado derecho es siempre
positivo, en particular lo es su valor maximo o minimo.) Luego

D e JUEIDE o (9P
< M2 el ==

+ gl
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L) P <UL gl
[CFLa) < ILfI-TTgll

q.e.d.

Demostracién Desigualdad triangular, ecuacién ([1.7d)). De la definicién de norma

IfEglP=(fxglftg)=(ftg|f)E(f+glg)€R,
If+gl>=Re[(fxg|f)£(f*+glg)l,

y como £ Relz] < |z| = \/(Re[z])2 + (Im[z2])* , entonces:

IfEgl?<|(fEglf)+[(f£glg)]

Usando Cauchy-Schwartz,

IfEgl><IfEgll-IfI+1fEgll-lgll,
I fEgll <Ifll+1gll-

q.e.d.

1.2. Swucesiones de funciones

Definicién 1.6 Sea f,(t) conn =0,1,2,..., una sucesién de funciones. SiV t € |a,b] fijo, y
Ve>0 4N tal que
|fu(t) — F(t)] <e  para  n> N, (1.8)

para una cierta funcién F(t), entonces decimos que f,(t) converge puntualmente a F(t) en
[a,b], y se escribe f,(t) —— F(t). Observemos que N depende posiblemente de t.
n—oo

Definicién 1.7 Una sucesion de funciones f,(t) con n = 0,1,2,..., converge uniformemente
al(t)siVe>0 3N tal que

|fu(t) — F(t)| <€ paran > N yVt € [a,b]. (1.9)

Escribiremos en tal caso f,(t) LN (t).
n—oo
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Definicién 1.8 La distancia entre dos funciones f, g € C [a,b] se define por

I f—gll= \// (f=9)(f —9) (1.10)

A partir de la definicion y las propiedades de la norma, se tiene

1f =gl =0+ f(t) =g(t) Vielab].

Definicién 1.9 Una sucesion de funciones f,(t) con n = 0,1,2,..., converge en la norma a
F(t)siVe>0 3N tal que

| fo—F| <e  paran> N. (1.11)
Escribiremos en tal caso f, — F o bien lfm | fo — F =0.
n—oo

Para ilustrar las diferencias entre los distintos tipos de convergencia anteriores, conside-
remos algunos ejemplos.

Ilustraciones

1) En el intervalo [0, 1] consideremos la funcién

Vn site (5,1)
) =q3vn  sit=4

0 en otro caso.

Vnt ——

Y

S| foeem-e e
—_
~

)
1
2n

Notemos que f(t) desarrolla un gran peak cerca de t = 0 cuando n — oo. Mostraremos
que esta funcién converge puntualmente a cero, pero no converge uniformemente a cero (y,
de hecho, no converge a ninguna funcién uniformemente), y tampoco converge en la norma
a cero (aunque si converge en la norma a otra funcion.)

a) f, —— 0.

n—oo

En efecto, notamos primero que, si ¢t = 0, entonces f,(t) =0, V n.
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Ahora consideramos t # 0, con 0 < t < 1. Hay que mostrar que, si n es suficientemente
grande, entonces f,(t) se hace arbitrariamente pequeno. Técnicamente, nos damos un
€ > 0, y hay que encontrar un N tal que |f,(t)| <€, ¥n > N. Notamos que la funcién es
tal que s6lo es no nula en un pequeno subintervalo de [0, 1], y que si f,(t) # 0 para un ¢
y n dados, entonces basta con “esperar” que n crezca lo suficiente para que t quede fuera
del intervalo (1/2n,1/n). A partir de ese momento, la funcién serd nula en ¢, para todos
los n sucesivos.

Esto nos lleva a concluir que, para un ¢ fijo (notar lo importante que es eso), el valor
de N que estamos buscando es cualquiera tal que ¢t > 1/N, es decir, cualquiera tal que

t
[z] representa la parte entera de z. Con esta eleccién, se tiene que si n > N, entonces
fu(t)=0¥n > N.

1
N > 1/t. Como N debe ser un entero, podemos tomar, por ejemplo, N = 1+ { }, donde

£, 2 0.

n—oo

1 1
Dado n, y suponiendo que existe NN, basta seleccionar ¢t € o —} para que f, crezca
n'n

sobre cualquier cota. Luego f, no puede converger uniformemente a 0, ya que, aunque
acotaramos a f,, en todo el intervalo [0, 1] con una unica cota (debe ser todo el intervalo
porque queremos convergencia uniforme), dicha cota seria sobrepasada para algunos ¢
tarde o temprano, a medida que N crece.

fnﬁé:o.

fn no converge en la norma a cero. De hecho,

1 :
=0l = [t £ = [Tar (vay = 5on=5 Vo,

2n

de modo que f,, de hecho s7 converge a alguna funcién en la norma, pero dicha funcion es
F(t)=1/2.

sit e
sit =
sit >

S =
—

fn<t> =

O = =
SI=3= =

fn(t) no puede converger a cero uniformemente, pues f,,(0) = 1 # 0, pero si en la norma:

[un

an—oW:/O"dt PRI —y

n n—oo

3) Sea f,(t) = cos™t, cont € [-F, 5] y n € N. Claramente f, € C[-7,5], Vn € N.

2772
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10

0.8 B

0.6 _

) 0 /2

Es claro que

) = {O Vte [-5,5], cont#0

_r T

Esto es convergencia puntual. La funcién f(t) € C[-%, %
uniformemente a f(t), ya que el N que debo elegir de manera que | f,,(t) — f(t)| sea tan
pequeno como se quiera, V n > N, depende del t que elija.

]. Pero claramente f,, no converge

Por otra parte, si F'(t) =0, YVt € [-7, 7], entonces, f,(t) X, F(t), es decir
Ve>0 dN talque || f, —F| <e  paran>N.

En efecto, como F'(t) es nula en todo el intervalo, la diferencia en la norma entre las dos

funciones es
b
| full = “/ cos?ntdt ,

expresion que se puede hacer arbitrariamente pequena (menor que €) para n suficientemente
grande.

Los ejemplos anteriores nos permiten concluir, como corolario, que la convergencia en la
norma no implica convergencia puntual ni convergencia uniforme. Sin embargo, el inverso
si es cierto, como se demuestra a continuacion.

Proposiciéon 1.1 Convergencia uniforme en un intervalo finito implica convergencia en la
norma.

Demostracion Sea ¢ > 0 3 N, tal que
| fnt) = F(t)| <€, ¥Yn>NyyVtelab] |,

luego

b b
IIfn—FIIZ\// | falt) = F(t) P dt < \// 2dt—/Eh—a) = evb—a,
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lo cual nos da una cota para la norma:

| fn=F||<evb—a ¥Yn>Np.
q.e.d.

Teorema 1.1 de Weierstrass (sin demostracion)
Sea f continua en [a, b], entonces se tiene que Ve > 0 existe un polinomio p(t) tal que:

| f(t) —p(t)| <e Vte]a,b]. (1.12)
(Es decir, f es aproximable uniformemente por polinomios.)

Proposicién 1.2 Sea f € Cy[a,b]. Ve > 0 dado, existe un polinomio p tal que || f —p|| < e.

Demostracién Usando el teorema de Weierstrass, sabemos que existe un polinomio p(t)
tal que

FO)=p(0)] < == Vielat],
—a
luego
b b 2
||f—p||=\//a 0 —p)far < [ 7 de=
1 f=pl <e

q.e.d.

Proposicién 1.3 Vg € C [a, b] se puede construir una funcién f € Cy[a,b] tal que || g — f || <
¢, donde € es arbitrario.

Demostracién Seca g € C [a,b] con K discontinuidades en {t;},_, dentro del intervalo [a, ]
y sea M = rr<1?<xb | g(t) |. Consideremos una funcién f € Cy [a, b] definida de modo que coincida

con g, salvo en una vecindad de ancho 24:

. (@
: f(b)

aatd ¥ ___ b-db
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Tenemos que | f(t)| < M ¥Vt € [a,b]. Usando la desigualdad triangular:

[9(@) = f@) [ < [g(®) [+ ()] <2M,
con lo cual podemos acotar la distancia entre las funciones
K

b tu+6 K
lo=117= [ 1ot~ s ar=3 [ Iﬂﬂ—ﬂﬂfﬁs%@MV(2ﬁ>=e

v=1 v=0 v=1

Ya que ¢ lo podemos hacer arbitrariamente pequeno, tenemos demostrada la proposicién.
q.e.d.

Las tultimas dos proposiciones conducen al siguiente teorema:

Teorema 1.2 de Aproximacién Una funcién g € C [a, b] se puede aproximar en la norma
por un polinomio p(t) tal que || g — p|| < € arbitrario.

Demostracién Sea f € Cyla,b] tal que ||[g— f < % Sea p(t) un polinomio tal que

€
£ =pll < 5 Luego

lg—prll=llg—f+f-plI<lg—fl+If-prl<e
q.e.d.

El teorema de Weierstrass se puede generalizar a funciones de mas de una variable. Esto
permite resultados como el siguiente.

Proposicién 1.4 Sea f € Cy [—7, 7], entonces existe un polinomio trigonométrico que apro-
xima a f uniformemente.

Demostracién Sea f € Cy[—m,7]. Construimos una funcién F(r,0) = rf(#). Claramen-
te F(r,0) es continua en todo el plano z-y. Sea F(z,y) = F(r,0). Usando el teorema de
Weierstrass tenemos que existen a,, tales que

F(z,y) — Z ax'y” | <e Vx,y en el plano z-y.

pn=0,1,..., n
v=0,1,..., n

Reemplazando x = rcosf e y = rsen 6, podemos reescribir la doble suma

g a,,x'y” = E aWr’“L” cost 6 sen” 6.

wv wv
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Evaluemos en r = 1. Ademds, sabemos que un producto de la forma cos* 6 sen” 6 se puede
escribir como una combinacién lineal de productos de la forma cos(mf) sen(nf). Tenemos
entonces

f(6) — Z by cos(mf) sen(nf) | < e VO € [—m, 7.

m,n

q.e.d.

Definicién 1.10 Una sucesion { f,,} en C [a, b] se dice sucesion de Cauchy si Ve > 0 existe un
N € N tal que para todo n,m > N se tiene que || f,, — fm || < €.

La definicion anterior se puede generalizar a espacios de funciones sin norma.
Es inmediato verificar que si {f,} converge a una funcién f en la norma, entonces es de
Cauchy, pues

y ambos términos en el lado derecho se pueden acotar por un € > 0 arbitrario. El inverso, sin
embargo, es falso, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo Consideremos el conjunto de funciones reales C [0, 1], con el producto escalar defi-
nido como

(f,9) :/0 f(x)g(x)dx .

Consideremos
1 si0<ax<i
1 -1 1, 1
fa@)=q1l—(r—5n sizg<z<i+:
1,1
0 Sl§+5§]]§1
! X
172+1Un 4

Se tiene que
) 1/24+1/n ) 1
= tulP< [ 1)~ fulo) P o < 5
1/2 2

de modo que es una sucesién de Cauchy. Sin embargo, se puede ver que {f,} “tiende” a una
funcién discontinua, y por lo tanto no converge en C [0, 1].
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Definicién 1.11 Un espacio normado es llamado completo si toda sucesion de Cauchy es
convergente. A un espacio normado completo se le llama espacio de Banach. A un espacio
pre-Hilbert que es completo se le llama espacio de Hilbert.

Definicién 1.12 FI conjunto de funciones {p,(t)}, o 1 1o . se dice ortonormal si

(nlem)=0nm  VYn,m (1.13)

Tlustracion

Como ejemplo de funciones ortonormales tenemos las ¢, (t) € Cy [—m, ] conn = 0,+1,£+2, ...
que se definen como

1 .
cn(t) = e
(t) o
Claramente:
1 [ .
(cnlem) = —/ et gt =5, Yn,m.
2 J_ .

Definicién 1.13 Un conjunto de funciones {¢y(t)},_o 41 w0, Se dice linealmente dependien-
te cuando

14

D anpa(t)=0,  Vte[ab], (1.14)

n=1

es posible sin que todos los a,, sean nulos. En caso contrario son linealmente independientes.

Proposiciéon 1.5 Un sistema ortogonal de funciones es siempre linealmente independiente
(1.1.). (Demostracién como ejercicio.)

1.3. Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Sea {v,},_,, un conjunto linealmente independiente de funciones en C [a, b]. Para cons-
truir un conjunto ortonormal debemos seguir los siguientes pasos:

U1

— Construimos ¢, = ol tal que (1 ]@1) = 1.
1

— Considerar @, = v9 — (1| v2) 1. Entonces

(Balor) = (v2]@1) = (w1]v2) (@rler) = (v2] 1) = (valer) = 0.

Luego, normalizando,

<l

— 2
1% ]

Y2
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— Ahora tomamos @y = v3— (@1 |v3) 1 — (w2 | v3) p2. Se puede comprobar que efectivamente
(D3| ¢1) = (@3] p2) = 0. Finalmente, normalizando,

Sl

— 3
1]

¥3

— Y continuamos en forma andloga para el resto de los vectores.

El conjunto de funciones {y,}, _,, construido de la manera anterior es un conjunto
ortonormal.

Ejercicio. Para el conjunto de funciones {1,x, 22 x3,...} encontrar el sistema ortonormal
en el intervalo [—1,+1]. Compare su resultado con los polinomios de Legendre.

1.4. Coeficientes de Fourier

Sea {¢n(t)},_; . un conjunto ortonormal de funciones tal que ¢, € C[a,b]Vn. Sea f(t)

una funcién tal que fab | f(t) > dt < oo. Deseamos aproximar f(t) por una suma finita

Sl(t> = Z Cn(pn(t) )

nel

de manera que || f — Sy || sea minimo (siendo I un conjunto de indices prescrito). Es decir,
el objetivo es encontrar los coeficientes €, de modo que el error cuadratico medio:

2

ft) — Z Cripn(t) | dt,

nel

b
Mf<f>=||f—sf||2=/

sea minimo. Evaluemos el error cuadratico medio

Mi(f) = /ab|f|2+n2€;|cn|2/ab|¢n|2—nge;cn/abf*son—ZO;:/abfso:;

nel
= [ FIP+D 1ClP = Calenl f) =D Cilenl f)
nel nel nel
+Z|(§0n|f)|2_2’(90n|f)|2
nel nel
= [1FIP = 1Cenl )P+ 1Ca—=(enl [P 20,
nel nel

ya que la norma es mayor igual a cero siempre. Claramente el minimo se obtiene cuando
Cy, = (n| f). De lo anterior se desprende:

Z |1C, | = Z (en | )P <IFIP Desigualdad de Bessel (1.15)

nel nel
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Definicién 1.14 Los coeficientes (., | f) son llamados los coeficientes de Fourier de f res-
pecto del sistema ortonormal {pn}, _;, .

Definicién 1.15 Si un conjunto de funciones {@,} en cierto espacio permite aproximar en
la norma, con sus combinaciones lineales, cualquier funcion f del espacio tan bien como se

quiera, 1.e€.
f_ E angpn
n

se dice que es un conjunto completo respecto a este espacio.

< €, para € arbitrario,

Sean C,, = (¢, | f) los coeficientes de Fourier de f respecto de un conjunto ortonormal
{¢n}, entonces la completitud de este conjunto se puede expresar por

/- chson

lim
m—o0

Y

lo que también podemos escribir como

FEY Cugn -

{Sﬂn

Lo anterior no implica que f(t) Z Cron(t) en algin otro sentido (convergencia puntual

o uniforme), y para recordarlo es 1mportante mantener la N sobre la igualdad. Si

FEY Cupn

{‘Pn

entonces )

2
HfH = ZCn@n )
{en}

luego se cumple

b
L2 = / FP=YICP  ITgnaldad de Parseval (1.16)

n

Ejemplo El conjunto {\/%emt} es ortonormal completo respecto a [—7, 7).
4 ne”L

nt e

t) = Co 7z fP=Y G lP=1f1

- n=-—o0
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Teorema 1.3 Si el conjunto ortonormal {¢,} es completo respecto a C [a, b], entonces en C
la tnica funcién ortonormal a todo ¢, es f(t) = 0.

Demostracién Si f(tg) # 0, la funcién también es no nula en una vecindad en torno a t,
por lo tanto

b
/|ﬂ%wa>m

pero usando la igualdad de Parseval tenemos para la norma de f
2
LA =D 1C =) (eal )P >0,

es decir, f no es ortogonal a todos los ¢: jcontradicciéon! Luego f debe ser idénticamente nula.

q.e.d.

Teorema 1.4 Sea {5,(t) € Cy[a,b]}; si existe F(t) tal que la sucesién S, (t) = chgpy(t)
v=0

converge uniformemente, i.e.

S,(t) 2Ly Pty

n—oo
entonces F'(t) es continua, F(t) € Cy [a, b].
Demostracién
| F(t) = ()| = [ F(t) = Sult) + Su(t) = Su(t)) + Su(t') — F(1') |

< JF() = Sa(t) [+ 150(t) = Su(t) |+ [ Su) = F(E) |
De la convergencia uniforme, existe un N(e€) tal que, si n > N(¢) se cumple que
[F() = Su)| <5 Viead],

luego
|F(t)— F(t")| < ;6 +1Su(t) — Sa(t) ] -

Pero S,(t) es continua. Dado t fijo, y € arbitrario, 3 ¢ tal que

1
|t—t’|<5:>|Sn(t)—8n(t’)|<§e:>|F(t)—F(t’)|<e.

q.e.d.

Este teorema asegura que una funcién discontinua no puede ser aproximada uniforme-
mente por una familia de funciones continuas (por ejemplo, las funciones sinusoidales).
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Teorema 1.5 Si dos funciones f, g € C [a, b] tienen igual expansién en base completa (en el
sentido de aproximacion en la norma), entonces f(t) = g(t).

Demostracién Sean
o0

=Y (el et

v=0

la aproximacion en la norma para f y ¢g. Luego
I f=Sl=1g=5[=0.
Asi

If=gll=1f=5S+S=gll<lf=S[+[5-gl=0+0=0=Ff=g.

Notar que este teorema es falso fuera de C [a, b]. Por ejemplo,

1 sit=0
juﬂ:{0su%0

tiene igual expansién que g(t) = 0.

Teorema 1.6 Sea {¢}>°, un conjunto ortonormal en C [a,b] y f € C [a, b]. Entonces la serie

Z | (¢y | f)|? converge. En particular,

V—00

Demostracion De la desigualdad de Bessel,

b
Sl t<isr= [ a1

nel

Como el lado derecho es independiente de I, la suma estd acotada superiormente. Siendo

todos sus términos positivos, debe converger. Luego (¢, | f) — 0.
V—r0Q

q.e.d.



1.5. INTEGRALES IMPROPIAS (VALOR PRINCIPAL) 15

1.5. Integrales impropias (valor principal)

1
Considere la funcién f(t) = .

Una integral como fjl f(t) dt no estd bien definida. Sin embargo, debiera ser nula simple-
mente por paridad. Para conciliar estos hechos, podemos entender este tipo de integrales, en
intervalos simétricos en torno a la divergencia (t = 0 en este caso), de la siguiente manera:

ﬁf(t) dt = yg%{/:f(t) dt+/€1f(t) dt} ~0. (1.17)

En el caso de funciones impares que son asintotas al eje x,

podemos definir la integral de la siguiente manera:

]if(t) dt _éii%o{/_(;f(t) dt+/0Gf(t) dt} = 0. (1.18)

Definicién 1.16 Valor principal de una integral. Sea ty € [a,b], f(t) integrable en la unién
[a,to — €] Utg +€,b], Ve >0, f(t) singular si t — ty. Si existe el limite

lim [ / e+ t; () dt} zf £t dt | (1.19)

e—0

se le llama el valor principal de la integral.

Ejemplo Sea
1
ft) = — g(t), con g(t) derivable en t; .
—to

]fbf(t) dt :ﬁb%dt :/ab {g(ti:—fjml dt + g(to) log (fo__t2> .
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Si f(t) es integrable en todo intervalo finito de R, entonces, de existir, se define

)500 F(t)dt = lfm /M F(t)dt . (1.20)

M —oc0

Ejemplo La integral ffooo dx 1/x sélo existe como valor principal en torno a = = 0 entre —oo
y 400, y vale cero.

1.6. Convergencia segin Cesaro

Considere la expansion en serie
1

=l+a+2+2°+ -
11—z

Ella converge para |z | < 1. A pesar de lo anterior evaluemos la funcién y su expansién en
serie en x = —1:
1 1
:§:1—1+1—1—|—1—1—|—---.

= r=—1

.Serd posible sumar la serie de modo que ésta si converja al valor de la funcién en ese punto?

Consideremos las sumas parciales: Sp = 1, S; =0, Sy = 1, S3 = 0 y asi sucesivamente.
Claramente no es convergente, sin embargo, si consideramos los promedios de las sumas
parciales, encontramos que ellos si convergen y lo hacen al valor de la funcién en ese punto.
En efecto:

S -1 S()+Sl_l So+81+33_2 So+51+53+54_1
0= 2 27 3 T3 4 T2
> 5
ST —
Sot S 3 = L
5 n—o00 n 2

Definicién 1.17 Consideremos la suma parcial

N
SN - ZT@ .
=0

Definimos la suma de Cesaro de esta serie como:

. ) 1 M-—1 ) 00 g
SR LS TPILENL DY (=317 2y
(reagrupando la suma finita).

El factor (1 —¢/M) aparece como un factor de convergencia, que permite que los términos
de orden mas alto pesen menos al sumar (logrando asi la convergencia de la serie), pero
desapareciendo al tomar el limite M — oo, de modo que la suma converja al valor de la
suma original.
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Siguiendo con el ejemplo de la serie geométrica,

Tg = (—1)Z - SQN = 1, SQN_|_1 =0

i*(—l)”—1(1+0+1+0+ )~1 My L
M M\ 2) 2

n=0

n
La convergencia ordinaria necesita que el lim g a, exista.
n—oo
v=0

n v
1 :
La convergencla segun Cesaro necesita que el lim — E E a, exista.
n—o00 N,
v=0 pu=0

Problemas similares a la serie discreta anterior ofrece calcular la integral, desde cero hasta

oo
infinito, de una funcién oscilante, que no decrece, del tipo / sen(wx) dx:
0

En el mismo espiritu del caso discreto, proponemos la siguiente definicién.

Definicién 1.18 Definimos una integral Cesaro de la siguiente manera:

* 00 1 Y T
lim f(t)dt = lim — {/ da:/ dtf(t)} . (1.22)
y—00 0 y—o0 Y =0 =0

Podemos encontrar una expresién alternativa para la integral de Cesaro integrando por partes
la ecuacién ([1.22)):

[ rar = lingol- “a [ are
0 Y Yy L/2=0 t=0
_ h’ml_x/jf(t)dtj—/jazf(:c)dx}
= lim ! :y/oyf(t)dt—/oyxf(x)dx}

*/:Of(t) dt = lim OOO <1— f) f(z)da . (1.23)

Yy—00 y

Vemos aqui cémo el factor (1 — ¢/M) en el caso discreto (|1.21) proviene simplemente de
reordenar la suma. La expresion formal (1.23) permite ver la aparicion de un factor de
convergencia (1 — z/y), pero no es necesariamente 1til en la practica.
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Evaluemos como ejemplo la integral Cesaro de la funcién f(x) = sen(wzx) con w # 0,
usando la ecuacién ((1.22) directamente.

/ sen(wt)dt = lim — {/ dx/ dt sen( wt}
0 ?Hooy 2=0 t=0

_ h'm 1 |:1—COS wx)] ”
y—00 w

) {1 1 sen(wy)]
= lm |———
y—oo (W w? oy

*/OO sen(wt) dt = é (1.24)

Ejercicio Evalie / cos(wt) dt, con w # 0.
0
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Capitulo 2

Series de Fourier

versién 24 agosto 2009

Sea f una funcién arbitraria en C [—m, 7], i.e.

™

—m ] <5 C  tal que /yf(t>|2dt<oo.

—T

Sea {¢, }uez un conjunto de funciones ortonormales en C [—m, 7], definidas como ¢, (t) =
vt

e

Nors

Los coeficientes de Fourier, C, = (¢, | f ), satisfacen

Z 1C, > < / 1 f]? < o0 (Desigualdad de Bessel)
Luego
lim C, =0 . (2.1)
v—=Foo

Necesitaremos un par de resultados preliminares. Observemos primero que

D et =T (L et P )

1 ,
= (1+a*+a"+--+ad") cona=e""?

a
1 |:a4n+2 _ 1:| q2ntl _ a7(2n+1)

1

a? | a?2 -1 a—a-
Luego
- on + 1)u/2
Z 6Zl/u — Sen[( n + )lu/ ] . (22)
= sen(pu/2)

Por otra parte,

/07r En: eimduz/oﬁ[lJrZzn:COS(W)] dp =1 .

v=—n v=1

19
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Usando ([2.2)

[T sen[(2n + 1)u/2]
=) e
Tomando v = 1/2:

sen v

—2/ ppSelCnt vl (2.3)

Teorema 2.1 Sea f € C[—m, 7|, entonces su serie de Fourier

> (el f)ent)

VEZL

converge y representa a f(t) (convergencia punto a punto) en todo el intervalo [—m, ].

Demostracion Considerar la suma parcial

v=-—n

Los coeficientes de Fourier son

275, ( —271'20 —27TZ/ ’jé_
21 S, (t) = f()z V=t qy!

Sea u =t —t (du = dt'). Se tiene:

275, ( / flu+t) Z e du .

v=—n

Puesto que > e = 3" " [ver (2.2)), por ejemplo], y haciendo una extensién

v=—n v=—n

periddica de f a todo R,
flu+£2m) = f(u) Vue R,

resulta

27S,( / flu+t) Ze“’“du

/ ft+u

n n

i”“du+§/0 ft+u) Z e du

v=-n v=-n
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Haciendo en la primera integral el cambio de variables u = —2v, y en la segunda el cambio
u = 20:
S _ 1 92 ’ 2 < iu2vd 1 9 "/ 9 - il/21}d
W)= 52 [ 720 3 v 5) [0 3D e,

Usando y :

sen[(2n + 1)v]
sen v

x/2
7 [Su(t) — £(0)] :/O [F(E—20) + f(t +20) — 2£ ()] Q. (24)

Definamos ahora

P(v) = f(t+2v) + f(t — 2v) — 2f (1) ve0,m/2] .

Sea
Z’;g v e [0,7/2]
gw) =<0 v e [—,0]
0 v € /2,

g(v) es acotada en [—7, 7] y, de hecho, se puede mostrar que pertenece a C [—7, w]. Podemos

reescribir :
7[Su(t) = J(0] = | glo)senl(2n + Do) dv = VER I (31| 9)

—T

Con ,
7[Su(t) = £(8)] = V2T (9ns1 | 9) —— 0.

Luego
Jm_S.(0)= f().
0 sea >
ell/
t) = C,—— .
J0) =20 7=

VEZL

q.e.d.

Sabemos, de (2.1)), que

/ | f(t)? dt <co= lim C, =0 .

—r V—>00

Supongamos que f € Cy[—m, 7| y que f es continua, tal que fjﬂ | f |2 < 0o. Entonces de la
definicién de los coeficientes de Fourier:

VorC, = ft)e ™ at vew.
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Si integramos por partes:

—ivt

—iv

V2r G, = (f(t)e

s 1 T A
) + _—/ f'(te ™ dt .
o w )

Observando que el segundo término no es sino el coeficiente de Fourier de f’, tenemos

Vale decir, cuanto més derivable es la funciéon f, tanto més rapido tienden a cero sus
coeficientes de Fourier. Mas atin, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Sin demostracién) Si f € Cy f tiene discontinuidades “mansas” (saltos
finitos), entonces los coeficientes de Fourier C,, decrecen como 1/v.

SifecC,, feCy f tiene discontinuidades “mansas”, entonces los coeficientes de Fourier
C, decrecen como 1/v2,

Etcétera.

El teorema anterior muestra que la serie de Fourier converge més rapidamente mientras
mejor comportamiento analitico tenga la funcién f. En el caso de funciones infinitamente de-
rivables, los coeficientes de Fourier exhiben decaimientos mas fuertes que cualquier polinomio
(C, ~ 1/v!, por ejemplo).

Teorema 2.3 Si f” € C[—mn, x| entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a

f.

Demostracién Sean C, = (¢, | f) los coeficientes de Fourier de f. Como f’ € C,, entonces
V2C, ——i—> 0, luego existe un N tal que para todo |v| > N se tiene

V—> 00
‘VQC’V‘<1.

Por otro lado, podemos separar la suma completa en la forma:

ZCVQOV: Z OV(pV+ Z CVQOI/ .

VvEZ [v|<N |v|>N

- i E C’l/ [ Z8

™
v|<N
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Este méximo existe, porque en la suma hay un nimero finito de términos y las funciones ¢,
son acotadas. Entonces

D Cw <D Coput Y Copn | <D Copu|+| Y Copy

VEZL |v|<N |v|>N lv|<N [v|>N

<M+ |G|l M+Z|(J|\/_
|[v|>N [v|>N

e DA IEE ) pp

\|>N ||>N
Pero

=1 B 7T2
n:1n2_ 6

donde ((z) es la funcién zeta de Riemann. Asi:

2
E Copo, <M+ —— .
VEZL ’ 2

Luego existe un mayorante convergente independiente de ¢, y por lo tanto hay convergencia

uniforme.
q.e.d.

Proposicién 2.1 (Sin demostracién) Si f € C[—m, 7] y f(tf) € R, entonces f se puede
expandir en una serie trigonométrica:

ft) = AO + io: A, cos(nt) + By, sen(nt) ,

con los coeficientes dados por

A, = %/ﬂ f(t) cos(nt) dt
B, = %/ﬂ f(t)sen(nt) dt

Resultados utiles

Escribamos la serie de Fourier

0 ) 1 T A
= > Ce™, Cp= / f(t)e ™ dt .
2 ) .

V=—00
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1) flz+2m) = f(x)
La expansion de Fourier de f(x) implica su extensién periédica a R.

2) Si f(z) eR Vze|—m,
C.,=C;.

3) Poniendo 4
e = cos(vr) £isen(vz)

obtenemos la expansion alternativa

Ap >
f(z) = -5 + ; [AV cos(vx) + B, Sen(l/x)} ,
con
1 ™
A, =C,+C_, = —/ f(t) cos(vt) dt
7r —T7
1 s
B,=iC,—-C_,)=— f(t)sen(vt)dt .
7-‘- —T
Ademas:

f(x)=f(-2) = B, =0,
f@) = =f(=2) = 4 =0,

de modo que esta forma de la expansion es 1til cuando f tiene paridad definida.

4) Para expandir una funcién F' de periodo L, definimos una funcién f de periodo 27 por

Fu)=f (27r%> :

Asi, F(u+ L) = F(u). Podemos expandir en serie de Fourier la funcién f, obteniéndose
finalmente:

PO = Y G = Flus D), cong =,
1 L2 ‘
¢, =1 / Flt)et dt
LJ 1)

Aplicaciones
1) Rectificador de “media” onda.

Consideremos el siguiente circuito eléctrico, y la forma de la corriente en funcién del
tiempo que por él circula:
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1(0)

\VA

") "

-2 T2 t

I(t) es par, luego B, =0 VneN:

[e.9]

I(t) = % + Z A, cos(nt) ,
n=1

con
1 ™ 9 i ) w/2 )
Aoz—/ I(t)dt:—/ [(t)dt:—/ costdt = —
m —r m 0 m 0 T
1/2 sin=1
9 w/2 . .
A, = —/ cost cos(nt) dt = 0 sin es impar, n 7 1
T Jo —2(-1)"?%
————— sinespar
m(n?—1) P
Luego

1-3 35

L__+..l (2.5)

fpy = Ly st 2 {cos(?t) ~ cos(41) +]

I1(0) = — + +2 L
N 7|1-3 3.5

En general, A, — 0 como 1/n?, como corresponde a una funcién I(t) cuya primera derivada
tiene discontinuidades mansas.

2) Rectificador de onda completa.

0

®
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En este caso, I(t) = |sent| es par, y se tiene:
4
Ay = —
T
™ 0 n impar
A, = —/ sen t cos(nt) dt —4
T n par
0 m(n?—1) P
e
2 4 [cos(2t) cos(4t)
==-=
(t) T [ 1-3 * 35
3) Circuito resonante RLC'.
c

@ L

R

Consideremos ahora F(t) una funcién arbitraria pero periddica de periodo T'. La corriente
I(t) satisface
d*I al 1 dFE
L—+4+R—+—=1=—.
w T ta e T

E(t) se puede desarrollar en serie de Fourier:

> 4 2
E t) = En mnwt , =
()72; e w=
donde
1 T/2 -
En:—/ Et)e ™ dt .
T/ (t)

Estos coeficientes se pueden calcular si E(t) es una funcién conocida. Escribiendo
o0
It)= Y Cpe™m,
n=-—oo
encontramos, reemplazando en la ecuacion diferencial:
- 1
Z [(—n2w2L +inwR + E) C, — men} et — () |

n=—oo
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Siendo {e"*'},, un conjunto linealmente independiente, cada coeficiente de la suma debe ser
nulo, luego:

P

C o L

n—L_ 2,2 ‘nwR n -
e — nw —|—Z—L

Aqui, wy = 1/VLC es la frecuencia natural del sistema.
4) Conduccién del calor.

Consideremos una barra de longitud L. Su temperatura es una cierta funcion de la dis-
tancia x a uno de sus extremos y del tiempo, U(x,t). Supongamos que en los extremos la
temperatura es siempre nula:

U0,t) =U(L,t) =0
y que inicialmente el perfil de temperatura es:

U(z,0) =a(L —x) .
La ecuacién que rige la evolucion de la temperatura es:

U (z,t) H82U(x, t)

ot ox?

donde k es la constante de conduccién térmica. Al separar variables:
Ula,t) = X(2)T()

obtenemos las ecuaciones

ar

— = —\’%&T
dt s
A X

= \’X
dx? ’

donde X es una constante. Las soluciones generales de estas ecuaciones son:
T(t) = Clem Nt y  X(x) = Acos(\x) + Bsen(A\r) ,

de modo que

U(x,t) = [Acos(A\z) + Bsen(Az)]e ™ |
Imponiendo la condicién de borde U(0,t) = 0:
A=0.
De U(L,t) =0, en tanto,
sen(AL) =0,
mm



28 CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

La soluciéon més general es entonces:
oo
N2
U(z,t) = E Bpe "t sen(Apx) .
m=1

Ahora consideramos las condiciones iniciales:

U(z,0) = i B, sen (%x) =ux(L—x).

Como esta serie es una funciéon impar, consideramos la extension periédica impar de la funcion
g(x) al intervalo [—L, L], de modo que los coeficientes B,, correspondan a los coeficientes de

Fourier de g(x):

9(x)

- L2
— w3 m3 L
En particular,
4172 T
Ulz,t) ——— —5sen (—) et
t>>to=% @ L

5) Resolver la ecuacién de Laplace en dos dimensiones

0*U  0*U

92 T =0

para el interior del circulo z? + y? < 1, con la condicién de borde U(p = 1,¢) = 9(¢).

La solucién a ([2.6) se puede plantear como

Ulz,y) = Re{f(2)},
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donde f(z) es una funcién holomorfa en C. Por tanto, podemos escribir

o0

f(z) = f(z +1y) Z 2"

n=0

y consideremos
Cp = @y, — tb,

Cada término de la expansién anterior satisface (2.6). En efecto,

82 82 82 82 .
(3 a2) = (5 * ) e+
_ a - n—1 2 . 3 n—1
= [n(z +iy)" '] + 9 [in(z +iy)" ]
=nn—1)(z+iy)"?—nn—-1)(z+iy)" 2=0.

Escribamos U(x,y) en coordenadas polares:

U(z,y) :Re{Z( — by )r" ’"¢}

n=0

— Re {i(a” — ib, )" (cosng + i sen ngb)}

n=0
oo

Z [a,, cos(ne) + by, sen(ng)] . (2.7)

n=0

Imponiendo la condicién de borde:
= Z ay, cos(ng) + by, sen(ng) .
n=0

Por lo tanto, a, y b, son los coeficientes de Fourier de (). Vale decir, la solucién de una
ecuacion de Laplace en dos dimensiones se puede escribir en términos de una expansion de
Fourier.

Fenémeno de Gibbs

Consideremos la onda cuadrada

1 O<z<m
flz)=¢0 z=0,%7
-1 —7m<ax<0

Su expansién en serie de Fourier se obtiene facilmente, encontrandose:

400
:;z:;

[ sen (204 1)x] .
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Observamos que los coeficientes decaen como b, =~ 1/n, en concordancia con el teorema
demostrado anteriormente (pag.|22). En la siguiente figura presentamos la funcién f(z) y su
aproximaciéon por sumas parciales de Fourier, con n = 2, n = 10 y n = 50 términos.

15

. "

3

0.5}

-15

Se observa que hay buena convergencia con 10 términos, y el resultado es casi perfecto con
50, salvo ciertas oscilaciones en los puntos de discontinuidad, oscilaciones que no se amorti-
guan cuando el nimero de términos va a infinito. Sin embargo, como la suma parcial Sy (z)
converge punto a punto al valor esperado f(z), las oscilaciones no amortiguadas deben nece-
sariamente limitarse a una vecindad cada vez menor en torno a los puntos de discontinuidad,
de modo que cualquier x # Im, | € Z, quede fuera de tal vecindad para N suficientemente
grande.

Este fenémeno se conoce como fendmeno de Gibbs, y es consecuencia de la imposibilidad
de aproximar uniformemente por funciones continuas una funciéon discontinua.

Para estudiarlo con mas detalle, consideremos la funcién “diente de sierra”:

r—7m O<z<m
f(x)=140 x=0 (2.8)
r+nm —rm<zxz<0

(%)

Su expansién de Fourier es:

f(z) = Z % sen(nz) .
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Y la suma de los N primeros términos:

Si x — 0, los primeros términos de la suma se hacen despreciables. Para valores grandes de
n, en tanto, el sumando varia lentamente, y se puede reemplazar la suma por una integral.
Por lo tanto, en el limite N > 1, x < 1 podemos escribir

N 2 Nx t
fn(x) ~ / dn —sen(nz) = 2/ dt se: .
0 0

n

Definiendo la funcién seno integral

Si(z) = /0 dr 5 (2.9)

t
se sigue que
Es claro de (2.9) que Si(0) = 0 y Si(co) = 7/2. Ademas, Si(x) posee extremos dados por

B 0Si senz

T or x

Tr =nm

0

Asi, como sent/t oscila amortigudndose para t — 00, se espera que Si(z) igualmente oscile
cuando z crece, pero convergiendo a 7/2. Sus extremos en x = (2n + 1)7 deben ser maximos
(contribuciones de area positiva de sent/t), y sus extremos en x = 2nm deben ser minimos
(contribuciones de &rea negativa de sent/t). El primer maximo, en x = 7, es el maximo
absoluto (ver figura).

Si(x)

0 ﬁ én 3n 4n Sn 61t

Algunos valores caracteristicos:
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Si(m) =~ 1.852 (Primer maximo, absoluto)
Si(2m) ~ 1.418 (Primer minimo)
Si(3m) ~ 1.675 (Segundo méximo)

De estos resultados se desprende que:

a) fn(0)=0

b) fn(xr) —— m ~ 3.14159
z>1/N

¢) fn(z) tiene maximos en (2n + 1)7/N, por ejemplo:
Iy <%) ~ 3.704 (Primer méximo, absoluto)
3m (.
fn (W) ~ 3.350 (Segundo méximo)
d) fn(x) tiene minimos en 2nw/N:
2m . /o
Iy (N) ~ 2.836 (Primer minimo)

De este modo, la funcién fx(x) oscila en tanto se tenga  ~ O(1/N). El primer méximo

implica sobrepasar el valor limite en un 18 %, y el segundo sélo en un 7%. Toda esta

estructura estda en una pequena vecindad de x = 0, vecindad cuyo ancho va a cero si

N — 0.

Esto explica el fenémeno de Gibbs. Aun cuando hemos considerado la funcién , es
facil convencerse de que nuestros razonamientos son generales, y que podemos aplicarlos a
cualquier funcion en torno a una discontinuidad finita de la misma.

Integracion de series de Fourier

Sea f € Cl—m 7]y
ag ()
flz) = 5 ;21(@” cosnx + b, sennz) .

Sea .
F(z) = 3 f(t)dt .

Entonces F(z) es continua y acotada. Ademds es periddica si F'(—m) = F(m), i.e.

O:F(ﬂ'):/_ﬂf(t)dt:’ﬂao,
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es decir,
ag — 0.

Siendo F' periddica, es expandible en serie de Fourier:

W T
F(z) = 5 + ;(An cosnx + By, sennx) |
con
1 7T
A, = —/ F(z) cos(nx) dx
™ —Tr
:F(x)sennx " _/” Senan’(a:)d:c
nto | J .. nm
1 [ by,
=—— f(z)sennxde = —— | n#0.
nr ) . n
Sin =0,
1 s ™ 1 s
A(]:—/ F(z)dx = zF(x) ——/ xf(z)dx
TJ . I o -
Anélogamente,

Tenemos pues el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Sea f € C[—m, 7| con un desarrollo de Fourier

flx) = Z(an cos nx + b, sen nx)
n=1
(ap = 0). Entonces
/_7r fz)dx = 70 + ; %sennx — - cosnz,

con
1

Ay = ——/ xf(z)dx .
™ —Tr
Si ap # 0, basta considerar g(z) = f(x) — ap/2.
BIBLIOGRAFIA ADICIONAL

La bibliografia sobre el tema es muy amplia, pero claramente la primera referencia es el
libro de Fourier (de 1822) [1]. Para los que tengan interés por cuestiones tedricas, una de las
referencias mas autorizadas es . Una breve referencia de entre las muchas dedicadas a las
aplicaciones es [3].
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Capitulo 3

Transformada de Fourier

versién 31 de agosto de 2009

3.1. Definiciones

Vimos, en el capitulo anterior, que la serie de Fourier esta definida, si f € C [—L, L], como

i e
z) = C, con —L<z<L, 3.1
fe)= 2. G (3.1)
donde
C 1/Lf( T Vne z (3.2)
n= = T)—— ax , n e . .
2L —L 27T

Una consecuencia inmediata de la expansion en serie de Fourier es que la funcién f(x) re-
presentada por la serie resulta periddica, con periodo L. Por tanto, uno puede decir que la
serie de Fourier permite expandir funciones periddicas. Sin embargo, no todas las funciones
son periddicas. Necesitamos, entonces, algin modo de expandir, en una base ortonormal,
funciones no periddicas.

A partir de los resultados anteriores, es claro que el modo natural de obtener un resultado
para funciones no periédicas es hacer tender L — oo (cualquier valor finito de L permitird la
extension periddica de f, con periodo L).

Tomemos, entonces, el limite cuando L — oo. Pero antes, convendra hacer el cambio de
variables k = mn/L. Notemos que la diferencia entre valores consecutivos de k es

_Amr_

Ak 7 % , pues An =1,

y definamos
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Usando las anteriores definiciones en las ecuaciones (3.1]) y (3.2)) obtenemos:

flo) = > OL(k:)%em (%): S L Cukyeteak,

Lk/m=—00 2m T Lk/m=—00 2m
L1 1 (*F :
Crk) = ——— f(x)e ™ da .

1 > ikx
flz) = Wir /OOC'(k:)e dk |
1 > —ikx

pues k se convierte en una variable continua. Notamos que, esencialmente, hay una simetria
entre ambas expresiones. Esta simetria corresponde a decir que es equivalente referirse a un
vector de un espacio vectorial [f(z) en este caso] o a sus coordenadas [C'(k)].

Definimos ahora C(k) como la transformada de Fourier F(k) de la funcién f(x). La
relacion entre f y F' esta dada por el teorema de reciprocidad:

1 > —ikx
o) = <= /_ e (3.30)

Fk) = \/% /_ T @)et de = FLLRY (3.3b)

(En realidad hemos cambiado el signo de las exponenciales dentro de las integrales, para seguir
la definicién usual de transformada de Fourier, lo cual no es problema, dada precisamente la
simetria que notamos antes.)

Observemos que la transformada de Fourier es la extension natural del concepto de series
de Fourier para funciones no peridédicas. Y notando que n es una variable discreta, y k
continua, podemos decir que la transformada de Fourier es la generalizacion del concepto
de series de Fourier cuando las funciones a expandir pertenecen a un espacio vectorial de
dimensién continua.

Definicién 3.1 Si f es tal que
YIS

entonces se dice que f € L.

De la definicién anterior, se sigue que f € L' si y sélo si | f| € L'. Por otro lado, si
f € L', entonces | e** f(z) | € L', luego €™ f(x) € L*. Por tanto, la transformada de Fourier
estd bien definida.

Teorema 3.1 (Riemann-Lebesgue. Sin demostracién.)
Si f € L' entonces la transformada de Fourier F'(k) = F{f, k} existe y klﬁf F(k)=0.
— 00
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3.2. Ejemplos

a) Una gaussiana, f(z) = Ne ®". Su transformada de Fourier es:

N [ . N [ .
F(k) = Nor / e ek g = Wor / e (Vor—ik/2/a)? o=k [da g,

Haciendo el cambio de variable u = y/ax — ik/2\/a, obtenemos

1 N oco—ik/2v/a N o0
F(k) = ——ek2/4°‘/ e du = —ek2/4°‘/ e du
V2T Va —oo—ik/2y/a V21 —o0
N 2 N 2
F(k) = efk yzve T = efk /4o :
(k) 2T VT V2«
otra gaussiana. Si o es “grande”:
f(X) F(K)
X k
Si o es “pequeno’”:
f(x) F(k)

Los anchos de la funcién y de su transformada estan en razén inversa.

b) Una funcién Lorentziana f(x) = 5 con a > 0. La transformada de Fourier:

2+ a

T

a /oo eik:c p a /oo eik q
—— dr = T .
V271 ) oo X2+ a? V21 J_oo (@ + ai)(z — ai)

F(k) =

Haciendo una prolongacién analitica al plano complejo de la funcién f(z) y luego con-
siderando el contorno cerrado de integracion I', para el caso k£ > 0, podemos aplicar el
teorema del residuo:
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Imz
r
o A
-L L Rez
-ad e
ikz ikz
?{ c — dz = 2mi Res = 2mi(z — ai) ‘ , = Teha
r (z+ai)(z — ai) z=ia (z4ai)(z—ai)| _, a

Podemos separar el contorno en dos tramos, un semicirculo y un tramo horizontal entre
—L y L sobre el eje real. Al tomar el limite L — oo es facil mostrar que la integral sobre
el semicirculo tiende a cero y la integral entre —L y L tiende a una integral real entre —oo
y 00, es decir

ikz 00 ikx
]{ ? — dz / ? — dx = T e—ha
r (z 4+ ai)(z — ai) Looo J_ o (x4 ai)(z — ai) a

Finalmente, nuestra transformada de Fourier resulta

a m s
F(k)= —e ke — \/je_k“ para k > 0 .
(k) = —=4 5
Anélogamente, podemos mostrar, considerando el polo en el semiplano inferior y un con-
torno de integracién que lo contenga, que

F(k) = \/geka para k <0 .

Para k£ = 0:
—+oco

F(0) 1 /°° a J 1 . (.T) 1 T =T T
= r = ——arctan | — = [=—— | =4/=.
V21 Joo 22+ a? V2 a/|_ V2mr\2 2 2

Reuniendo los resultados para los diferentes k tenemos

F(k) = \/gel’” :

f(x) FK)

Gréaficamente:
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Nuevamente, como en el caso de la Gaussiana, mientras mas ancha es la funcion, mas
angosta es su transformada, y viceversa. Observamos que:

1
i) f(x) T> 0 como — F'(k) discontinua en cero
x| —o0 T
1)  f(x) infinitamente F (k) decrece més rapido que
diferenciable cualquier potencia

Esto coincide con los resultados generales sobre los coeficientes de Fourier del capitulo 2.
Més adelante, en la seccién [3.3 demostraremos el teorema andlogo para transformadas
de Fourier.

c¢) Consideremos la funcién, con a > 0,

f(.ilﬁ):{l lz| <a ‘

0 |z]>a

Su transformada de Fourier

I e, \/§sen(ka)
F(k) = E /a (& dxr = ; L

f(x) F(K)

-a a X \/ \/ k

Se observa, como en los ejemplos anteriores:

f(z) ancha F (k) angosta
f(z) angosta F(k) ancha
. . 1
f(z) discontinua F(k) —— 0 como —
| k| —oc0 k
f(z) T) 0 mas rapido que F (k) infinitamente
T |—0o0
cualquier potencia diferenciable

1
Ejercicio Para el caso anterior, evaluar F~{F, z}, y mostrar que f(r = 4a) = 5
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d) Sig(z) € Ry esimpar, i.e. g(—x) = —g(x) entonces

G(k) =

7)o@ =)

zkx dr = Sen /{Z.’II) dr = ZGS( )

donde Gg es conocida como la transformada seno de Fourier de la funcién g(z), y viene
definida por

Como ilustracién de la definicién anterior, sea f(z) = sgn(z)
formada de Fourier:

Notemos que F' € L', pero su integral entre —oo y oo resulta impropia,]g F=0.

\/7 / )sen(kx) dx

f(z) discontinua

f(z) — 0 maés répido que

| |—o0
cualquier potencia

F(k) iFs(k) = Z\/>/ “sen(kx) dx
zk:v _ —ikx
E / (=)
2
,(ax ikx) dl’ /OO ef(aerikx) d.’]ﬁ)
V2 (/0 0
1 -1 ef(amfzkx) _ -1 ef(aa:Jrikm)
Vor \ o — ik 0 o+ ik 0
1 1 1 2k
Vor \a—ik  a+ik)  \2ra?+k?
2 ik
F(k ey
(%) \/;aQ + k2
f(x) F(K)
X k

1
F(k) —— 0 como —
| k|—oc0 k

F (k) infinitamente

diferenciable

(3.4)

el Evaluemos su trans-

Andlogamente a la definicién de la transformada seno de Fourier, si g(x) € R y es par,
= g(z), entonces

i.e. g(—

z)

G(k)

- 5 [t Vo

et dr = 2 /Ooog(a:) cos(kz) de = Ge(k)
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donde G¢ es conocida como la transformada coseno de Fourier de la funcién g(z), y viene

definida por
\/7 / ) cos(kx) dx (3.5)

e) Consideremos ahora una funcién f(x) € L'. Sea f(z) = sgn(z). f(z) € L', ya que

/ | f(x)| dx diverge. Intentemos de todas maneras evaluar la transformada de Fourier:

F(k) = Ton / sgn(r)e*™ dx
\/> / sen(kzx) (integral Cesaro)
_ E\/; sik#0

0 sik=0

() F(K
1 s() L
X k

Algunas propiedades de la transformada de Fourier. Sean f, ¢ € L'y o, 3 € C.

3.3. Propiedades

Flaf + Bg,k} = aF{f k} + BF{g, k} F es lineal (3.6a)
F{f(x —a),k} = ™ F{f k} = e*F(k) (3.6b)
F{f, =k} = (F{f.k})" si feR (3.6¢)
Fle®f(x), k} = F{f k —ai} = F(k — ai) (3.6d)
Fl{e" f(z),k} = F{f,k+a} = F(k+a) (3.6€)
Fistan, = {0 5= e (2 (3.66)

Teorema 3.2 Cuanto més derivable es f(x) tanto més rédpido decrece F(k) T 0.
—00

Demostracién Sea f(z) continua en —oco < x < oc. Si f, f/ € L', entonces

F(k) —— 0,

| k|—o0
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pero también

kF (k) —— 0
|k |—o0
ya que
(k) = L/OO f(z)e™ do 2 f(fE)ﬂ - ;/ f(w)e™ do = —l]’{f' k}
V2rm Jo ikV2m | _o  ikV271 ) o ik T

0 sea
pues f' € L'

Sean ahora f, f', f”, f", ..., f* Y € L! continuas en —oo < x < oo. Sea f™ € L',

entonces integrando n veces por partes obtenemos

F{f®™ k} = (—ik)"F(k) —— 0,

|k |—o00

lo cual demuestra lo enunciado en el teorema.
q.e.d.

Teorema 3.3 Cuanto mas rapido f(z) T) 0, tanto mas derivable es F'(k).
—00

Demostracién Sea f € L'. Entonces F'(k) es continua. En efecto,

1 ° 4 ,
AF(k) = F(k+h)—F(k) = —— / Fo) {00 _ o) g
VT Jowo
1 & Lo . )

- f(x)ezkzezhm/Q {ezhx/2 . eflhm/2} dr

Vo /

hx

— zk:c zh$/2

\/ﬂ/ f(z 2@sen(2)dx_

Que f € L' dice que ffooo|f| < o0, luego V e > 0 3 A suficientemente grande, tal que
[l fl<e f:£ | /] < e. Ademds, se tiene que

h 1 hA
sen(;)‘§§|hx\§7 para x € [—A, A].

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos acotar | AF'|, a saber

AF| < \f/ | sen( )'dm A
VAL s [T [ el
Voferes ™ [ s ac)

VAN

IN
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lo cual es tan pequenio como se quiera. Lo anterior implica que F'(k) es continua.
Sea ahora f(z) y xf(x) € L', entonces afirmamos que F'(k) es derivable. En efecto

diif [\/%F(k:)} = d%: /_Z f(x)e™ dx = /_Z é%; [f(z)e™] da = Z/Z o f(x)e* da .

El intercambio entre la integral y la derivada queda legitimado ya que hay convergencia
uniforme porque la dltima de las integrales tiene un mayorante convergente: [~ |z f(z)| < oo
pues xf(z) € L'. De lo anterior tenemos que

F'(k) = \/%/_OO iz f(x)e™™ dv = Flivf(x), k} .

Finalmente, si f(x),zf(x),...,2"f(x) € L', entonces, de una forma andloga al caso
anterior, podemos probar que la derivada de la transformada de Fourier existe, porque
F® (k) = F{(iz)" f(x), k}.

q.e.d.

También se puede probar que, en general, mientras mas ancha es una funcién, mas an-
gosta es su transformada de Fourier y viceversa, como ya observamos en los ejemplos de la

seccion [3.2]

Definicién 3.2 Sea f(z) tal que z| f(z)|*,2%| f(x)|* € L'. Definimos la posicién media de
la distribucion | f(z) |?

@ =g [ olse)fds. 3.)

—00

con

- ["lwPa,

oo

y el ancho de la distribucién | f(z) |”

Az =/ ((z—(2)*) = \/(2?) — (2) , (3.8)

Teorema 3.4 (Principio de incerteza) Sea Az el ancho medio asociado a una funcién
f(x) € L'. Sea F(k) = F{f(x),k} la transformada de Fourier de f, con ancho Ak. Entonces

se cumple

AkAz > % )

La igualdad se consigue sélo si f(x) es una gaussiana.

3.4. Aplicaciones

a) Consideremos la ecuacién de Laplace en dos dimensiones

?d 0P
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Busquemos soluciones para y > 0 que satisfagan las condiciones de contorno

O(x,0)=f(z) v P(zr,y) —0.

Y—00

Solucion

Realicemos separacién de variables, i.e. escribimos ®(z,y) = X (2)Y (y). Al introducir esta
forma para ®(x,y) en la ecuacién diferencial obtenemos

1 &*X(2) B 1 d*Y(y) .

X(x) dx®2  Y(y) dy? “

donde o > 0 es la constante de separacion. Las soluciones de las respectivas ecuaciones
diferenciales son:

d*X — . —
dx(;j) +a’X(2) =0 — X(z)= A" + Be " |

d*Y — —
dygy) —a?Y(y) =0 — Y(y)=Ce ™+ De™ .

Al aplicar la condicién de contorno ®(z,y) — 0 concluimos que D = 0.
Y—00

Planteamos la soluciéon mas general superponiendo sobre todos los valores posibles de la
constante de separacién a:

O(z,y) e + B(a)e ’w‘ﬂ e ™ do .

"7

Imponiendo la condicién de borde para y = 0:

O(z,0) = \/%/

Al definir A(—«a) = B(a) podemos compactar las dos integrales en sélo una:

d(x,0) e do = f(x) .

“ ] A

Identificamos los coeficientes, A(a) = F{f(x),a}, y reemplazamos en la solucién general,

O(z,y) / F{f(x),a}e el o |

obteniendo la solucién del problema de contorno.

b) Consideremos la ecuacién diferencial del oscilador arménico amortiguado y forzado por
una fuerza externa:

d*x(t) dx(t) 5 B
F + 20[7 + wox(t) = f(t) .
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Solucién

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién diferencial, obtenemos
(—iw)* Fla(t),w} + 20(—iw) Fla(t), w} + wgF{a(t), w} = F{f(t),w} = F(w) .
Despejando para la transformada de Fourier de la solucién:

F(w)

—w? = 20w + w

Fx(t), w} =

Tomando la antitransformada obtenemos la solucién
- 1 / e F(w)
Vo S w? — W 20w

El procedimiento anterior resulta tutil para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

—iwt

x(t

BIBLIOGRAFIA ADICIONAL

De la enorme literatura sobre el tema recomendamos [l| para quienes tengan interés en
la teoria.

1 Elias M. Stein y Guido Weiss, Introduction to Fourier Analysis on Euclidean Spaces, Prin-
ceton Mathematical Series 32, Princeton University Press, Princeton 1971 (ISBN 0 691
08078 X).
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Capitulo 4

Convolucion

versién 31 agosto 2009

4.1. Espacio S

Definicién 4.1 Una funcion f : R — C pertenece al espacio S si es infinitamente diferen-

ciable y
lim t"f™(t) =0 Vm,n € N* .

t—+oo

A S se le llama espacio de Schwartz.

Ejemplos

) e_o‘thl(t)7 a > 0, real, con p;(t) polinomio de orden {.

1 1 <t<b
exp | ——— — a
P t—b t—a -

0 t & [a,b]

n) f(t) =

Proposicion 4.1 S es un espacio vectorial.

En efecto, de la definicién de S es inmediato mostrar que {S,+} es un grupo abeliano, y
que si f,g € S, entonces af + fg € S, Va, g € C.

Proposicién 4.2 Si f € S, entonces p;(t)f")(t) € S, donde p;(t) = 22:0 ait* es un polino-
mio de grado [.

También esto es claro, dada la proposicion anterior y la definicion de S.

Proposicién 4.3 Si f, g € S, entonces

(flg)= /_Oo fr(t)g(t)dt existe.

47
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En particular
o0

HﬂF:<ﬂf>=/’|ﬂnfdtem%e

—00

Vale decir, S es un espacio pre-Hilbert (ya mostramos que es un espacio vectorial).

Proposicién 4.4 Si f € S, entonces F{f,w} = F(w) € S.

Demostracién

a) Como f € S, entonces
lfm " f(t) =0 .

t—+oo

De las propiedades de las transformadas de Fourier:
F™(w) existe VneN.

Luego F'(w) es infinitamente diferenciable.

m

d
b) Como f € S, entonces e [t" f(t)] existe Vn,m € N*. Por las propiedades de las trans-

formadas de Fourier:

lim W™ F{t"f(t),w} =0 VYm,n e N~

w—rFoco

lim w™F™(w)=0 VYm,n e N*

w—rFo0o

Luego
Fw)=F{f,w}eS.

q.e.d.

4.2. Producto de convoluciéon

Definicién 4.2 Producto de convolucion .

f*9=p¢@p@%=[%f@—xmwﬁw-

Idea fisica

Sea f(t) algin “estimulo” (fuerza en el tiempo ¢, densidad de carga en la posicién t,
etc.). Sea g(x,t) = g(xr — t) la respuesta en = a un estimulo en ¢. La dependencia en x — ¢
tiene implicita la hipdtesis de que el medio es isotrépico. Si el sistema es lineal, la respuesta
total en el punto z al estimulo global {f(¢)|t € R} serd la suma de todas las contribuciones
elementales [dt f(t)] g(x,t), que es la convolucién p(z).
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Ejemplo El potencial debido a una densidad de carga p(7) se puede escribir:

ety 1
o) = [ LG = palr) . o) = =

Idea matematica

Consideremos las funciones f(t), g(¢):

f(t) a®)
0 t 0 t
Entonces el grafico de g(—t) es:
a(-1)
0 t

y se tiene:

f® gOx-t)

f(t) g(x-1)

f * g mide entonces el grado de traslape entre f(t) y g(—t), luego de trasladar esta
funcién una distancia x. Si f(t) y ¢(t) decaen violentamente para t — 400, el traslape
tendera rapidamente a cero si x — +00:

Lf * gl(x) — 0.
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Proposicién 4.5 Si f, g € S, entonces p= fxg € S.

Demostracién
)
/ flt—x)g(x)dx = / 2f(t—a:) (x) dx
t Tt ~ ] o 9 '

La tultima igualdad se tiene si existe un mayorante convergente. En efecto existe, pues
si M es tal que | f/(z)| < M Va € R, entonces [*° M |g(z)| < oo es tal mayorante.

Luego

p=1f g
p™ = fMyxg VmeN*

Es decir, p es infinitamente diferenciable.

1)

lim t™p™(t) = lim tm O (t — 2)g(x) dx = / lim ™ f()(t — x)g(z) dz =0 ,

t—+oo t—too [_ t—+oo
luego
(n) . *
tgimoot p™(t) =0 VYn,meN".
q.e.d.
Teorema 4.1 Sea f, g€ Sy F(k)=F{f k}, G(k) = F{g, k}, entonces
F{f*g,k} =V2rnF(k) G(k) (4.1)

Demostracién

f{f*g,k}:\/%_ﬂ/_oop(t)eiktdt:L/_OO dt Ood:cf(t—x)g(a:)e““

- [ (L)oo

Haciendo el cambio de variables ¢t =y + x:

iy = [ ar(—= [T aniee) g

(g L) (g ).
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Vale decir:
F{fxg,k} =V2rF(k) Gk) .

4.2.1. Propiedades del producto de convolucién

1) Asociatividad:
(f*g)xh=[fx(gxh)

11) Distributividad:

fx(g+h)=Ffxg+f=*h
(f+g)xh=fxh+gxh

111) Conmutatividad:

fxg=gxf

Ejercicio Demostrar propiedades [i] y [l

Demostremos la conmutatividad (propiedad .
p) = Frgl)= [ st -a)g

Con el cambio de variable t —x = y:

— [ rwat-ndy= [ fgtt =y =g 50).

También podriamos haber procedido usando (4.1)), aplicando la transformada de Fourier sobre
el producto de convolucién y luego invirtiendo la transformada.

4.3. El espacio S como anillo

En S hay dos operaciones binarias:

1) Adicién. Si f, g € S, entonces f + g € S.

11) Convolucién. Si f, g € S, entonces fxg € S.
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De las propiedades de la suma y la convolucién se sigue que {S,+, *} es un anillo con-
mutativo. | Es un anillo unitario, es decir, tiene un elemento neutro multiplicativo?
Supongamos que existe § € S tal que fxd=0d0* f=f Vf €S, es decir:

/OO f(t—2)d(x)de = f(t) VYfeS. (4.2)

Supongamos que §(ty) > 0. Luego 6 > 0 en cierto intervalo, ya que es continua. Podemos
ademas considerar, sin pérdida de generalidad, dicho intervalo como 0 < a < b.
Escojamos ahora f € S tal que

>0 a<-—-x<b
J(=) = {O —z & la,b| '

En particular, se tiene que f(0) = 0.

Evaluemos (4.2)) en ¢ = 0:

0= f(t=0) = /OO F(—2)5(z) dx = / F—2)5(z)dz > 0,

que es evidentemente una contradiccion.
Luego el anillo conmutativo {S, 4, *} no tiene elemento neutro respecto a la operacién .

Proposicién 4.6 El anillo {S, +, *} tiene divisores del cero respecto a x.

Demostracién En efecto, scan F'= F{f,k}, G = F{g,k} € S nulas fuera de cierto inter-
valo, tales que F'(k)G(k) = 0. Basta considerar dos funciones con soporte finito y disjunto,
como en la figura:

F(K) G(k)

Invirtiendo la trasformada de Fourier [en virtud del Teorema de Reciprocidad, ecuacién

B.3)]:

1 —1 _ —1 _
= o) = FHERGE) 1 = FH0.th =0,

Luego tenemos f # 0y g # 0, pero f*xg = 0.
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Proposicién 4.7 Si f, g € S, entonces

(flg)=(F[G) . (4.3)
Demostracion Se tiene

hxg(t) = /_oo h(t — x)g(z) de = V2r FH{HG,t} = /_OO H(E)G(k)e * df .

o0

Escojamos

de modo que

H(k) = F{n(t), k} = F{[*(=1). k} = \/LQ_W /Z Fr(—t)e™ dt

! e S S > pikn *_ .
_E/_m““)e dﬂ(m/_mf(u) du) = F* ().
Luego

/_00 h(—x)g(z)dx = hx g(t =0)

o0

O sea

/_OO [ (x)g(x)de = /_OO F*(k)G(k) dk (Identidad de Plancherel)

[e.9]

(4.4)

En particular, si f = g¢:

/ | f(t) | dt = / | F(k)| dk (Relacion de Parseval)

—00 [e.e]

q.e.d.
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Capitulo 5

Distribuciones temperadas

versién 7 septiembre 2009

5.1. Definiciones

Definicién 5.1 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo de los C con dimension finita.
Sean Z, y € V. Existen funciones lineales sobre V, u( ), tal que

V5 C,
donde u satisface linealidad, i.e.
u(aZ + py) = au(Z) + fu(y) , a,eC.
Estas funciones forman el dual de V, el cual denotamos por V*.

Definicién 5.2 Un elemento del espacio dual es llamado un covector. La accién de un co-
vector u € V* sobre un vector ¥ € V' la denotamos por

(u, 2y =u(2) e C. (5.1)

Las definiciones anteriores son validas para espacios vectoriales de dimension finita. Ex-
tenddmolas a espacios de dimensién continua, infinita. Consideremos el espacio vectorial de
Schwartz S de funciones infinitamente diferenciables y rapidamente decrecientes, el cual es
de dimensién infinita. Sus vectores son funciones x(t), y(t),... € S.

Definicién 5.3 Un funcional lineal sobre S es una funcién ¢ que actia sobre las funciones
z(t), y(t),... € S, tal que
S5 C
y
(p,ar + By) = a(p,r) +B(p,y) Va,BeCyVa yes.

La definicién anterior permite definir el espacio dual de §. Sin embargo, nos interesara es-
tudiar un subconjunto particular de él. Para ello, necesitamos introducir antes una definicion
de convergencia adicional: la convergencia fuerte.

25
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Definicién 5.4 Sean x:(t),...,x,(t) una sucesion de funciones en S. Se dice que esta suce-
sion converge fuertemente a cero si

lim "z () =0  Vkm=0,1,2,... (5.2)

n—o0

uniformemente en —oo < t < 0o. En tal caso escribimos

!
x,(t) —— 0.
n—o0
Esto es, la convergencia fuerte es una convergencia de todas las derivadas, mas rapida-
mente que cualquier polinomio.

Si la sucesién xq(t), ..., x,(t) converge fuertemente a x(t), i.e.

T (t) —— a(t) |

n—oo

significa que
Yn(t) = 2, (t) — 2(t) —— 0 .

n—oo

Ejemplos

1) Si f(t) € S, entonces z,(t) = /) — 50

n n—o0

2) Un ejemplo de no convergencia fuerte. Consideremos

1
rn(t) = — S —
n n—00

t\° 1
thEn(t) — (E) pre €_t2/n2 '

Tomamos m > sy t = n. t varfa con n (si hay convergencia uniforme, la expresién anterior
debe converger a cero para todo t). Entonces

Entonces

t"r,(t) =t" et =n™ e —— o0 .
n—oo

No hay convergencia fuerte. Observamos que si hubiéramos tomado t fijo, es decir el limite
puntual, el limite es cero.

Definimos ahora un subconjunto especial de elementos del dual de S:

Definicién 5.5 Un funcional lineal ¢ sobre S es una distribucién temperada si es continua
en el sentido

| en C
yn(t) ——= y(t) = (P, ) —— (»,9) -

Observemos que, en principio, podriamos definir funcionales sobre cualquier conjunto de
funciones de prueba. Una distribucion serd, en general, un funcional lineal que satisface la
condicién de continuidad anterior. Una distribucién temperada corresponde a un funcional
lineal continuo sobre el espacio de Schwartz.
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Definicién 5.6 La suma de dos distribuciones 1) y ¢ se define como el funcional ¥ + ¢ tal
que:
W+yz)=2)+{pz) Vzes. (5.3)

Definicién 5.7 El producto de un escalar A\ por una distribucion 1) se define como el funcional
lineal M\ tal que:
(M, ) = X (¢, x) VeeSyvVieC. (5.4)

Es inmediato mostrar que ¥ 4+ ¢ y A son funcionales lineales y que ademas son distri-
buciones temperadas. Luego el conjunto de las distribuciones temperadas sobre &, forma un
espacio vectorial denotado S§*. §* no es el espacio dual de S, sino un subespacio de él.

Ejemplos

1) Un funcional asigna un escalar a una funcién. El caso més simple es aquél en que el niimero
es simplemente el valor de la funcién en algin punto, por ejemplo, en el origen. Definamos
entonces el siguiente funcional:

(6,x) = 2(0), Vo € S. Mostremos que § € S*. Claramente § es funcional lineal sobre S,

<(5,0zx—|—ﬁy> :O‘x<0)+ﬁy(0) :O‘<§7x>+ﬁ<5vy> :

Sean ahora {y,(t)} una sucesién de funciones que convergen fuertemente a y(t), es decir,

Yn(t) —— y(1t) .

n—o0

Consideremos el limite
Iim (6, yn) = lim 3,(0) = y(0) = (0,) -
Por lo anterior tenemos que § € S *.

2) Nada impide definir un funcional como el anterior, pero tomando cualquier otro valor del
argumento:
(04, ) = x(a), ¥ x € S. De la misma forma anterior, podemos demostrar que §, € S*.

3) (¢, z) = —2'(0) V2 € S. Demostremos que &' € S*. Linealidad:

(0", ax + By) = —ax’(0) — By’ (0) = a (¢, z) + B (0", y) -

Sea
|

Yn(t) —— y(t) .
n—oo
Tomemos el limite

lim (0", y,) = — lim y,(0) = —y'(0) = (¢, ) .

n—oo n—oo

Concluimos, de lo anterior, que ¢’ € S *.
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Los tres ejemplos anteriores son particularmente importantes. El funcional § se conoce
como la delta de Dirac, y fue introducida por Dirac por la necesidad de tener una teoria
matematica consistente para la Mecanica Cuantica. Eventualmente, Schwartz desarroll6 for-
malmente la teoria de distribuciones.

4) Otro modo de asignar un escalar a una funcién es integrandola:

(0, 1) = / ) dt.

LineaulidadﬁOo
(oot 89 = [ faalt) + B8] dt =a o) + 5 (o)
Sea
yn<t> m y(t) ;
entonces
i (e.) = i [ o) dt= [ lim gy dt= [yt de= (o)
luego ¢ € S*.

Hasta el momento, hemos definido sélo algunas distribuciones sencillas. A continuacién
mostraremos que es posible construir infinitas distribuciones, a partir de funciones llamadas
de “crecimiento lento”.

Definicién 5.8 Una funcién f(t) se dice de crecimiento lento si
| f(t)| < A(1 4+t*)™ para ciertos A y m. (5.5)

Esto significa que f(t) tiene crecimiento polinomial, no exponencial. Quedan también exclui-
das funciones singulares como 1/t.

Definicién 5.9 Sea una funcién f(t) : R — C de crecimiento lento, seccionalmente continua
y con discontinuidades “mansas”. Definimos el funcional f asociado a la funcién f(t) de la
siguiente manera:

Fo)= [ sty ar. (56)

Observemos que si z(t) pertenece a S, esto es precisamente lo que permite que f sea de
crecimiento lento (i.e., polinomial), y ain asi la integral en (5.6)), y por ende el funcional
asociado a f, existan.

Proposicién 5.1 El funcional f € S*.
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Demostraciéon Consideremos el funcional actuando sobre una combinacién lineal de fun-
ciones:

(T, oz + By) = / "0 [a(t) + By(t)] de
—a / " F0(t) de+ 8 / T FOy@) dt = a(Fox) + 8Ty -

Luego f es un funcional lineal.

Por otra parte, sea
|

yn(t) —— y(t) .

Entonces o
| Gon =) | =| [ 1@ b)) at| < [~ 150110 - w0 ar
Como es de crecimiento lento,
| (Fovm—9) | < /Z A(L+ )" | go(t) — y(t) | dt, para ciertos A, m.

La convergencia fuerte de y,(t) a y(t) significa que

0= lim ¢* [y(k) (t) — y(k)(t)} Vk,q,t.

n
n—0o0

En particular,
0= lim (1 + )™ [y, (t) — y(t)] Vi,
n—oo

lo cual significa que para un € > 0 arbitrario se tiene que
wn(t) =y (1 +6)" < e,

de cierto n en adelante, independiente de t. Luego existe un N tal que

‘ (foyn —u) } < / A(l + tZ)mW dt para € arbitrario y Vn > N.
—o0 +

Finalmente

’<7,yn—y>‘§Ae/ —— = Aem .

La penultima desigualdad se cumple desde un cierto n en adelante, siendo el resultado final
tan pequeno como se quiera. Por lo tanto

lm (f.yn) = (foy) = feS".

q.e.d.
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Es importante hacer notar que lo que hemos hecho es construir una distribucién a partir
de una funcién, y que demostramos que toda funciéon de crecimiento lento tiene una distribu-
cién asociada. Sin embargo, no todas las distribuciones provienen de funciones. Pero ciertas
propiedades de las distribuciones asociadas a funciones nos serviran para inspirar definiciones
y mostrar propiedades validas para toda distribucién.

Teorema 5.1 Sean f, g € S, seccionalmente continuas y de crecimiento lento. Sean f, g sus
correspondientes distribuciones temperadas. Entonces

f=9=1Ff=g.

Demostracion
f:§:><f,x>:(§,x) VexesS.

Supongamos que f # g en un punto, por ejemplo f(ty) > g(to). Por continuidad de f(t) y
g(t) tenemos que f(t) > g(t) en una vecindad (a,b) en torno a ty. Si ¢y fuera justo un punto
de discontinuidad de f o g (recordemos que son seccionalmente continuas) no hay problema.
Siempre podemos correr ty en un intervalo vecino.

Tomemos una funcién de prueba z(t), tal que z(t) > 0sit € (a,b) y z(t) =0sit & (a,b),
entonces

oo b
| =gz at= [ 150 - gw)av i £0.

Esto dice que
| sweyier [ g a—7 g,
lo cual contradice la hipétesis. Luego f = g.

q.e.d.

Sean f, f’ dos funciones de crecimiento lento, continuas en —oo < t < 0o. Sean f, f' las
distribuciones correspondientes. Definimos la derivada de la distribucién f como

fr=r.

Con ello,
(7o) = (Toa) = [ s de= s - [ s a—-Fr) . 60

Observemos cémo este resultado, y por lo tanto la definicién ({5.7)), es consistente con el
ejemplo 3 de este capitulo.
A la luz de este resultado, proponemos la siguiente definicién.

Definicién 5.10 Sip € S* definimos la derivada de la distribucién, ', de la siguiente manera:

(¢ x) = —(p,z") VeesS. (5.8)
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Proposicién 5.2 ¢ asf definida pertenece a S *.

Demostracion Consideremos la derivada del funcional actuando sobre una combinacién
lineal de funciones:

(¢, ax + By) = = (p,ax’ + By') = —a(p,2") = B(0,y) = a (s, z) + B{Y,y) .

Se cumple entonces la linealidad. Por otra parte, sea

Yn(t) —— y(1) |

n—o0

entonces
/

(¢, yn) = = lim (¢, 9,) = = (¢, ¢) = (¢ 9)

n—0o0

La pentiltima igualdad es consecuencia de que ¢ € S*, y que %/,(t) converge fuertemente a
y(t), siendo la conclusién final que ¢’ € S*.

q.e.d.
Una consecuencia de lo anterior es que
oM eS* VepeS*,
donde
<90(”),x> = (=1)" <go,x(”)> VresS. (5.9)
Ejemplo Funcion escalén de Heaviside:
" ; 1 sit>0
sgn .
h(t) = — = 1 osit=0 (5.10)
0 sit<0
1
12
0 t

Tomamos h(t) como funcional, i.e. consideramos el funcional asociado h, definido por

(h, ) :/Ooox(t)dt VxeS.

Evaluemos su derivada

o0

(h',z) =—(h,a') = — /000 Z(t)dt = —x(t)| ==z(0)=(0,z) ,

0
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luego
(5.11)

Este resultado es importante. Hemos logrado en algin sentido diferenciar una funcién dis-
continua. El espacio de las distribuciones aparece como una generalizacion del espacio de
funciones, en el cual la derivada existe incluso para funciones discontinuas. Sin embargo, esta
analogia, que puede sernos util de modo informal, no debe ser tomada como rigurosa. No es
la funcién discontinua la que estamos derivando, sino el funcional asociado a ella. Si es cierto
que, mientras en el espacio de funciones las derivadas no siempre estan definidas, en el espacio
de distribuciones siempre lo estan, y, por ejemplo, como muestra , toda distribucion es
infinitamente diferenciable.

Proposicion 5.3 Para distribuciones la diferenciacién es lineal, es decir,

(i + BY) = ap' + By . (5.12)

Demostraciéon Sea x € S arbitrario.

<(a¢+6¢)l7x> - - (0490+5¢790/> =~ <907x/> - B <¢a$/> = <(,0,,l‘> + 5 <1/J,,[L‘> :

Generalicemos el ejemplo de la funcién escaléon de Heaviside. Sea f(¢) una funcién dife-
renciable a tramos con una sola discontinuidad en ¢ = a.

A

a t

Sea p = f(a*) — f(a™). Por hipdtesis f’ existe para todo t # a. Escribamos D f en lugar de
f'. Claramente, para t = a D f no existe. Consideremos ahora el funcional f asociado a fy
tomemos su derivada f’. Para ello sea € S arbitrario:

(f,xy=—(fa")= —/_a_ ft)2'(t) dt — /jo f)2'(t) dt
— _f(t):c(t) ai + /a_ Df(t)x(t) dt — f(t)x(t)‘:i - /io Df(t)x(t) dt

= [f(a a”)] x(a) +(Df,z)
< a:>—i—px <Df :U>—|—p (0, ) .
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Por lo tanto, en el espacio de las distribuciones temperadas se satisface:

"= =Df+pda (5.13)

Proposicién 5.4 Si f tiene discontinuidades con saltos finitos de tamanos py en t = a; para

k=1,...,nysi f es continua fuera de los a;, entonces
I'=DF+>_ pida, (5.14)
k=1

De la proposicién anterior se desprende el siguiente resultado:

Proposiciéon 5.5 Si f tiene una discontinuidad finita en a, entonces

f/ D_f+p05a )
7" =D2F + podl, + p16a ,

T =DF 4 podt 4 pr6") 4 4 poida
donde py, es el salto en el punto a de la funcién f*),
La demostracién es similar a la de la proposicién [5.4] integrando por partes n veces.
Hemos enfatizado que las distribuciones no son funciones. Pero dadas las fuertes analogias,

y aun cuando no todas las distribuciones son funcionales asociados a funciones, las siguientes
definiciones nos permiten emplear un lenguaje similar para distribuciones y funciones.

Definicién 5.11 La distribucién ¢ € S* tiene un valor nulo en (a,b) si (¢, 1) =0,V x € S,
que sea nula fuera de (a,b). En tal caso se escribe ¢(t) = 0 para a <t < b.

Si el funcional f asociado a f tiene un lugar nulo en (a,b) esto nos dice que f(t) = 0 en
a<t<b.

Ejemplo Sea (a, b) un intervalo abierto que no contiene el cero. Sea § la distribucién definida
por
(0, 2) = x(0) Vzes.

Sea y(t) € S tal que y(t) # 0 sélo para t € (a,b). En tal caso
(0,9) =y(0) =0,  yaque0¢ (a,b).
De acuerdo a nuestra convencién, se escribe d(t) = 0 si t # 0.

Para una funcién f, se define el soporte de f como la clausura de {z|f(xz) # 0}, es
decir, el menor conjunto cerrado fuera del cual f es cero. Podemos extender esta definicion
a distribuciones:
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Definicién 5.12 El soporte de una distribucion ¢ es el menor conjunto cerrado fuera del cual
@ tiene valor nulo.

Ejemplo De acuerdo a nuestra definicién ¢ tiene soporte {0} y 6, tiene soporte {a}.

Definicién 5.13 La distribucién temperada ¢ € S tiene valores g(t) en (a,b) si ¢ — g tiene
valor nulo en (a,b).

5.2. Sucesion de distribuciones

Consideremos ciertas distribuciones discretas de masa y la distribucién continua asociada.
m

5
m4 m
mlmzms | /p_(x)\/\
X1 Xo Xg Xz Xg Xn X X X
m(x) m(x)
X X
m(z) = Zmi m(zx) = / p(z) da’
i=1 —o0

Podriamos decir que una “sucesion” de distribuciones discretas “tiende” a una distribucién
continua, usando los términos entre comillas sin mayor precisiéon. Para formalizar esta idea,
definamos qué vamos a entender por convergencia de una sucesién de distribuciones.

Definicién 5.14 Convergencia de una sucesion de distribuciones
Una sucesion de distribuciones {¢,} converge a una distribucién ¢ si y sélo siV z € S
tenemos que lim (p, — p,z) =0, i.e.
n—oo

lim ¢, = ¢ <= lim (p,,x) = (Y, x) VezesS. (5.15)
n—oo n—oo

Ejemplo

1) Consideremos la sucesién de funciones

fn(t) =
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32
fy
1
2
172
f1
-1 -/2-13 0 13 12 1 t

Consideremos ahora los respectivos funcionales asociados y veamos como actia uno de ellos
sobre una funcién x cualquiera. Usando el teorema del valor medio:

— 2 1 1
<fn,x>:/ Eac(zf)dt:g—au(T), con —— <7< —
_ n

n n

luego

lim (f,,z) =z(0) = (§,z) ,

n—oo

es decir, en términos de distribuciones

lim f, =6 .
n—oo
Esto puede inducirnos a pensar que la § es una “funciéon”, que es nula en todo el eje
real, salvo en el origen, donde es infinita. Esto puede servir como imagen mental, pero es
importante enfatizar que en rigor no es correcto, y que el limite anterior sélo existe en
el sentido de distribuciones. La sucesién f, converge a “algo”, pero ese “algo” nmo es una
funcién (lo cual nos muestra, incidentalmente, que el espacio de funciones no es un conjunto
cerrado).
En el ejemplo anterior, se dice que la sucesion f,, es una representacion de la §. Existen
muchas representaciones de la . De hecho, el ejemplo anterior es un caso particular de la
siguiente proposicion:

Proposicién 5.6 Sea g(t) una funcién seccionalmente continua, con
/ g dt=1 / Lg(#)] dt < oo .

g(t) no es necesariamente simétrica. Formemos la sucesién

fn(t) = ng(nt) .

Entonces
lim f, =6 .

n—oo
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Demostraciéon Consideremos la distribucién asociada a f,, y veamos cémo actiia sobre una
funcion x cualquiera.

(Fray=n [ gttty it = [~ guye () du.

Interesa el limite cuando n — oo. Busquemos una mayorante. Sea M > max {|z(¢)|},
—00<t<oo

_/_Oolg()|‘ ( du<M/ u) | du < oo .

o0

entonces

[ ste(2)

Vemos que hay convergencia uniforme y podremos intercambiar el limite con la integral.

hm <fn,:c> = hm / du = /00 g(u) lim x (%) du = z(0) /00 g(u) du = z(0),

n—00
—00 —00

por lo tanto
lim f, =6 .

n—oo
q.e.d.

En los siguientes ejemplos se muestran diversas representaciones de la §, generadas gracias
a la proposicién anterior.

Ejemplos

1) Una ilustracién del caso anterior.

1 oo
g(t) = ﬁet2 , de modo que/ git)ydt=1.

Formemos la sucesién
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Obtenemos de acuerdo a la conclusién del caso anterior

lfm — e = §(t) (5.16)

n—00 /7

2) Otra ilustracion.

1 t 00
g(t) = _ser;( ) , de modo que/ glt)ydt=1.
ﬂ- —0o0
La sucesién asociada es:
n sen(nt)
()= ———
/ ( ) T nt

W/

Nuevamente obtenemos, a partir de la conclusién anterior, el resultado para el limite:

sen(nt) () (5.17)

n—00 7t

Esta se conoce como la representacion de Dirichlet de la 6.

3) Sea
0 si|t]>1
gty ={t+1 si—1<t<0.
—t+1 s10<t<1

La sucesién, usando f,, = ng(nt), tenemos
0 si|t]>1/n

fat) =< n*t+n si-1/n<t<0 .
—n*t+n si0<t<1l/n
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1 2-1U3 0 1312 1t
En el limite,
lim f, =4 .
n—oo

4) Consideremos ahora la Lorentziana:

generando la sucesion

Luego, con n = 1/n,
1
lfim ——1— =
n—0 mn? + t2

5) Una generalizacién del ejemplo 2. Toda sucesion de funciones tal que

n—oo

—-A 00
lim [/_ |fn(x)|drz—l—/ |fn(:r)|d$}:O, VA >0 fijo

A
A
lfm folx)de =1, YA >0 fijo
n—oo J A
cumple o
lim f, =6 .
n—oo

Demostracién: Ejercicio.

Este ejemplo sugiere, una vez mas, que uno podria imaginarse la ¢ como una funciéon que
es nula en todo punto distinto del origen, pero en el origen es “suficientemente” infinita como
para que la integral en un intervalo que contiene al origen sea uno. Por supuesto, todas estas
“curiosas” propiedades de la d son curiosas sélo si insistimos en pensarla como una funcién.
Todo es completamente consistente dentro del espacio de distribuciones.

Ya hemos visto que las distribuciones no sélo tienen derivada, sino que son infinitamente
diferenciables. Los siguientes teoremas muestran que la derivada de distribuciones se puede
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intercambiar con el limite, y con la suma infinita, dos propiedades altamente no triviales
cuando se trata de funciones usuales.

Teorema 5.2 Si la sucesion de distribuciones {p,} converge a la distribucién ¢ cuando
n — oo, entonces la sucesiéon de derivadas {¢/,} converge a ¢', es decir,

/
lim ¢, = (Jgr;o gpn) = . (5.18)

n—oo

Demostracion
<SO;L7 $> - - <90n7x/> .
El lado izquierdo tiende a — (¢, 2") = (¢, x), pues ¢, converge a . Entonces, para todo x

se tiene que

/

(pns T) — (¢, @) ,

n—o0

luego
/

lim ¢ = ¢ .

n—oo
q.e.d.

Teorema 5.3 Toda serie convergente de sucesiones puede ser derivada término a término
dentro de la sumatoria.

Demostracién En efecto, supongamos que la serie Y~ ¢, es convergente. Sea

Pu=) v
v=0
Se tiene

n / n
(Se) -2
v=0 v=0
Como ®,, converge, definamos

Jin = =

Por el teorema anterior,
/
o = (h'm c1>n> — lim @',
n—oo n—oo

es decir,
n o
@'zh’mg gpf/:g o .
n—oo
v=0 v=0

q.e.d.
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Aplicaciones

1) En el espacio de distribuciones, una serie trigonométrica puede converger aun cuando sus
coeficientes ay, crezcan polinomialmente cuando k& — oo (en contraste a lo que ocurre con
funciones, donde si una serie converge sus términos deben anularse para k — oco; por ejemplo,
los coeficientes de Fourier).

Consideremos coeficientes ay tales que ap < C'|k|%, con C constante y o > 0, cuando
| k| — oo. Definimos la funcién

_ = ak 2imkx
f@= 2 G
k=—00

k#0

L. . . 2
donde 5 > a. Como el término general de esta serie estd acotado por C'/|k|” cuando
| k| — oo, vemos que la serie es uniformemente convergente, de modo que f no sélo estd bien
definida, sino que es continua.

Consideramos ahora la distribucién asociada f. (5.9) dice que f es infinitamente diferen-
ciable. En particular,

o0

Z(B+2 itkx
f( )(.T): Z CL]CGQ k ]

k=—o00

k0

Esta serie existe como distribuciéon, no como funcién porque no convergeria. Agregar un
término con k = 0 no afecta la convergencia de la serie, obteniéndose finalmente que la serie
trigonométrica

)
E ake2z7rkx

k=—00

es sumable en §*. Es mas, esta serie trigonométrica es una distribucion de periodo 1, siendo
la suma de ag y de la derivada (como distribucién) de una funcién periédica y continua.

2) Si lim f, = 6, entonces

n—oo
JE— , E—
(lim fn) — lm f =0 . (5.19)
n—oo n—oo
Una ilustracién de lo anterior.
0 si|t|>1/n

fat) =< n*t+n si-1/n<t<O0 .
—n’t+n si0<t<1l/n
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-1 -1/2 -1/3 0 13 12 1
El limite:
lim ﬁ =9.
n—oo

Su derivada:
0 si|t|>1/n
ft)=4qn? si—-1/n<t<0,
—n? si0<t<l1/n

1 -U2-13 | f

Y su limite serd, de acuerdo al resultado anterior,

lim f/ =04 .

n—0o0
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Del mismo modo como lo hicimos con las representaciones de la ¢, este ejemplo nos permite
tener una imagen mental para ¢’, aun cuando el Uinico sentido real es como una distribucién.
El ejemplo, sugiere, en todo caso, que ¢’ es una “funcién” impar (en rigor, es el limite, como
distribucién, de una sucesién de funciones impares), lo cual tiene sentido, pues la d es una
“funcién” par (i.e., es el limite, como distribucién, de una sucesién de funciones pares). Lo
cual refleja por supuesto el resultado analogo en funciones reales, es decir, que la derivada de
una funcién par es, a su vez, una funciéon impar. Inspirados por estos resultados, entonces,
formalicemos el concepto de “paridad” en distribuciones.

Definicion 5.15 Paridad en distribuciones
Decimos que ¢ es una distribucion par si

{p, 2(1)) = (p,x(=1)) - (5.20)

Decimos que ¢ es una distribucion impar si

(,2(1)) = — (g, 2(=1)) - (5.21)

Ejemplos

Sea x(t) € S arbitraria. Definimos y(t) = z(—t).
1) § es una distribucién par. Demostracion:

(0,2(=1)) = (0,y(t)) = y(0) = x(0) = (3, z(t)) -

2) ¢’ es una distribucién impar. Demostracion:

(0, 2(=t)) = (0", y(t)) = = (6,5 ()) = —¢/(0) = 2(0) = — {6, z(2)) ,

ya que si y(t) = x(—t) esto implica que y'(t) = —2'(—t).

Los dos ejemplos anteriores concuerdan con la intuiciéon que pudimos ganar mirando las
representaciones de § y ¢’. Ahora, sin embargo, los hemos establecido rigurosamente.

3) Si f es una funcién de crecimiento lento con paridad definida, entonces la distribucién
asociada f tiene la misma paridad de f. (Demostracién como ejercicio.)

Notacion usada
Hemos visto que la analogia entre distribuciones y funciones es, a lo menos, sugerente. Por

ello, en muchos textos de Fisica se escriben las distribuciones como si fueran funciones. En
particular, se generaliza la definicion ([5.6|) para distribuciones que no provienen de funciones:

(o,2) = / " () dt

[e.e]
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aun cuando ¢(t) no es una funcién y no tiene sentido estricto ni el producto de una distri-
buciéon por una funcion, ni la integral. Es s6lo una notacién til, y la utilizaremos frecuente-
mente. En particular, con esta notaciéon podemos reescribir la condiciéon de paridad de una
distribucién. Si ¢ es par,

oo

(r2(—t)) = / o (B)x(—t) dt = / o(—t)a(t') dt’

[e.9]

es igual a

Si ¢ es impar, analogamente:

o(t) = p(-t) (distribucién par) ,

o) = —p(-t) (distribucién impar) . (5.22)

Esta notacién de distribuciones como si fueran funciones se utiliza también para la delta.
Con ella, algunas de las propiedades ya demostradas para esta distribucién toman la forma:

I)
(&@z/ié@ﬂﬂﬁ:x@.

o0

1)
<%@:/:%@ﬂﬂﬁ:1 5t — a)a(t) dt = a(a) .

Observemos la conveniencia de la notacién d, = §(t — a), que permite que la expresién
J72 6(t — a)z(t) dt pueda ser considerada como el limite continuo de la relacién discreta
en términos de la delta de Kronecker z; = >0 ;2.

1=—00
111)

<&U:/m&ﬂﬁ:1.

V) 6(t) = 6(—t), J es par.
V) 0'(t) = =6'(—t), & es impar.

Vi) §'(t —a) = =" (a —t).
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vil) La notacién anterior nos permite demostrar facilmente la siguiente importante relacién:

5(kt) = |—;|5(t) (5.23)

Demostracién Sea §(kt) con k # 0. Consideremos la delta actuando sobre una funcién
x € S cualquiera:

/ " S(k)a(t) dt = sgn(k) / Sgn(k):o sty (%) |d—“|

00 — sgn(k)oo

:/OO(S(u)x(u) %_% (O)Z/Z%x(t) dt .

o0

q.e.d.

vir) Si f es una funcién continua, analitica y diferenciable, con ceros simples en ¢;, con
1=1,...,n, entonces

f )):;Wz)'m—ti) . (5.24)

Demostracién Consideremos 6(f(t)) con R R y f € S, es decir, f continua,
analitica y diferenciable. Supongamos que f tiene ceros simples en ¢; coni =1,2,...,n,

El soporte de §(f(t)) = {t;};. En la vecindad de estos puntos f puede expandirse en
serie:

Ft) = f(t) + f1(t)(t = 1) = f'(t)(E = 1)

luego

5(t—t;) .

25 )(t —t;) :Z

5.3. Producto de distribuciones

También es posible definir el producto entre distribuciones, con ciertas restricciones, como
veremos a continuacion.
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Definicién 5.16 Producto de dos distribuciones asociadas a funciones
Sean f, g continuas y derivables a tramos con discontinuidades “mansas” y de crecimiento
lento. Sean f, g sus distribuciones asociadas, entonces definimos el producto de f y g por

si freS.

Proposicion 5.7

|
<l
I
<l
|

(5.26)

Demostracion
(F-g.2) = (3. fx) = / T FOg()a(t) dt = (Foge) = (- Foa) |

luego

fa=3-7.

q.e.d.

Definicién 5.17 Multiplicacion de una distribucion arbitraria por polinomio
Sea p(t) un polinomio y sea p(t) € S* su funcional asociado. Sea, ademds ¢ € S*
arbitrario, entonces p ¢ se define por

(Po,x) = (p,pa) (5.27)
Proposicién 5.8 La distribucién pp € S* si p(t) es un polinomio.

Demostracién: Ejercicio.

Ejemplos

1) Si p es un polinomio, entonces

En efecto,
(pd, z) = (6,pr) = p(0)x(0) = (p(0) &, z) .

En particular,
t6=0.

En los libros se suele encontrar la notacién ¢ §(t) = 0. Esta parece una igualdad de funciones.
Si se considera a la delta de Dirac como una funcién nula en todas partes, salvo en cero donde
es infinito, la igualdad anterior es muy natural para ¢t # 0 pero no para t = 0. Este es un
ejemplo de que la anterior es sélo una notacion, que puede ser 1til, pero que tiene sus limites.
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2) Si p es un polinomio,

En efecto,

<]_?5/,£E> = <5/ap$> = _<p$)l<0)
—p(0)2'(0) — p'(0)x(0)
= (p(0)8" — p'(0)d, z) .

En particular,

16 =-4,
26 =0.

Todo esto parece muy natural viendo la representacion de §’ vista anteriormente, pero
siempre hay que tener presente que éstas no son igualdades entre funciones.

El siguiente paso seria poder definir el producto entre dos distribuciones arbitrarias. Sin
embargo, tal como hemos definido el producto, no existe una extension obvia a las definiciones
y para el caso de dos distribuciones arbitrarias 1, @9, ya que, por ejemplo, el
producto (@1, pax) no existe, pues no esta definido el producto entre una distribucién ¢
arbitraria y una funcién z € S*. Por lo tanto, en general no tiene sentido hablar de ¢;¢;.
Por ejemplo, [§(t)]* o §(t)d'(t) son objetos sin sentido.

5.4. Distribuciones y ecuaciones diferenciales

Hasta el momento, hemos mostrado que las distribuciones tienen al menos un par de
propiedades matematicamente muy interesantes: ser siempre diferenciables (y serlo infinitas
veces), y que una sucesion de funciones puede no converger a ninguna funcién, pero si conver-
ger como distribucion. En esta seccién, mostraremos que las distribuciones permiten extender
el tipo de ecuaciones diferenciales que se pueden resolver, lo cual es una propiedad de interés
no sélo matematico, sino fisico.

Consideremos la ecuacién diferencial

df
t— =0.
dt

La solucion general es:

Cy = cte. t>0
t) = .
/) {C’g:cte. t<O0

Puesto que f(t) debe ser una funcién continua (de otro modo no serfa diferenciable), se debe
tener C7 = C,. Esta es entonces la tnica solucién posible en el espacio de funciones.

Pero si admitimos distribuciones como soluciones, no es necesario que C; = Cy, pues ya
sabemos que dentro del espacio de distribuciones, “funciones” discontinuas son diferenciables.
Intentemos pues una solucién del tipo:

1 +sgn(t)

f(t)=C1+ (Cy—Ch) (), donde  h(t) 5
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Entonces

() =T (Cy— C)R() = (Co— C1)F6 =0,

es decir, f es solucién.

Una consecuencia importante, entonces, de haber construido el espacio de distribuciones
es que podemos extender el espacio de soluciones de ecuaciones diferenciales y, por ende, el
conjunto de ecuaciones diferenciales que somos capaces de resolver.

Conviene entonces tener presente las propiedades de la derivada para el producto de
distribuciones definido en la Sec. que resultan ser analogas a la regla de Leibniz para
funciones reales.

Teorema 5.4

(f9) =f'9+f39", (5.28a)
o bien

Pe) =p" 0+p¢ . (5.28D)

Demostracién
(Py),z) == (Dp,2") =—(p,pa') .
Por otro lado,
P o+py, )= @0, 2)+ D¢, x) = (g, 0 2)+ (¢, px) = (0,0 )= (¢, (px)) = = (p,p2") .
Comparando,

(o) =p'¢+7¢ .

q.e.d.

5.5. Convergencia débil

La definicién (5.15]) introdujo el concepto de convergencia de una sucesién de distribucio-
nes. Ello permite definir el siguiente criterio de convergencia para funciones:

Definicién 5.18 Convergencia débil
Una sucesion de funciones f,(t) continuas y derivables por tramos con discontinuidades
mansas y de crecimiento lento, se dice que converge débilmente a f si

lim f, = f € S* existe. (5.29)

n—o0
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Una sucesién f,, que converge débilmente, no significa necesariamente que converge, como
funcion, en algin sentido usual: uniformemente, puntualmente o en la norma. Lo tnico que
sabemos es que consideradas como distribuciones hay convergencia, y que la convergencia es
a una distribucion que, a su vez, también proviene de una funciéon f. Puede darse o no que
ademds f,(t) converja a cierta funcién g(t) (jno necesariamente igual a f(t)!) puntualmente,
o en la norma o uniformemente. Sin embargo, la convergencia uniforme asegura convergencia
débil, como afirma la siguiente proposicién.

Proposiciéon 5.9 Una sucesion de funciones f1,..., f, continuas, derivables por tramos y
de crecimiento lento con

unif

lm f,(t) — f(t) ,
n—oo
tiene convergencia débil.

Demostraciéon Consideremos

(Fo-To)= | Z ) — ()] () i |

para x € S. Elijamos un € > 0 arbitrario. Tenemos:
L —A A 0o
=Ty = [ 10 = s@lear [ (10— FOla@de [ 15,0 - ra)ao .

A

Elegimos A tan grande que se satisfagan, simultaneamente, las dos condiciones siguientes:

‘ /: L) — £(1)] 2(2) dt‘<§ v ‘ / ) — £ 20 dt‘<§'

Este A existe pues f,, — f crece a lo mas como potencias, mientras que x decae mas rapido
. . unif . . .
que cualquier potencia. Como f,, — f —— 0 en el intervalo [— A, A], se tiene que para cierto
n—oo

N e N,
e

[ 1al) = F O] < g

donde M > | z(t)| en el intervalo —A < t < A. Haciendo uso de lo anterior podemos acotar
la integral en el intervalo central, es decir,

Vn>N,

A

‘/_i [fn(t) — f(2)] 2(2) dt' < /_A | fult) = FO) | |2(t) | dt

: /A|;1:(t)|dt— S oAM =S WnsN
6AM | 4 - 6AM 37 '

Con este resultado podemos acotar la integral completa

'/_:[fn(t)—f(t)]:c(t) dt':“ﬁ_ix” . VnsN.

Finalmente podemos escribir lim f, = f, por lo tanto, f, converge débilmente a f.
n—oo

q.e.d.
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Aclaremos los conceptos anteriores con algunos ejemplos.

Ejemplos

1) Sea f,(t) = \/% e™. Se tiene

<fn7$>:f{xan}m0, v.%ES,

pues la transformada de Fourier se anula en =+ oo.

Luego
I ( 1 At) 5
1im et =0.
n—oo \ 21

fn converge a cero débilmente.

e no existe, salvo

. Existe convergencia de f, en algin otro sentido? No, pues lim 5
n—oo T

ent=2rv, v e L.

Observemos cuan anti-intuitivo puede ser el concepto de convergencia débil. €™ es una
funcion compleja, cuyas partes real e imaginaria oscilan entre —1 y 1, y cuando n crece, oscilan
cada vez mas rapido, “llenando” dicho intervalo. Si tuviéramos que representar de algin modo
el limite de f,,, terminarfamos con un par de bandas de ancho 2 en torno al eje de las abscisas
y al eje de las ordenadas en el plano complejo. Sin embargo, como distribuciones la sucesion
converge a 0, y por tanto la sucesién de funciones converge débilmente a la funcién 0.

t

2) Sea

_Jo, sit &[1/n,2/n]
fn(t)_{n, site[l/n,2/n] '

Vn € N, ffooo fat)dt =1,y fn(t) —— 0 puntualmente.
n—oo

Pero ademas:

2/n 2/n
(forz) = n/l/n z(t) dt = nx(t,) /1 ) dt , algunt, € [1/n,2/n]
(Fas) = 2(ta) —— 2(0) = (6,2) .
Luego
E —0 )

n—oo

con lo cual f, converge débilmente, pero no a una funcién. Sin embargo, f, si converge a la
funcién 0, de modo que

i (7o) # (T Fux) = (0.2) =0

El problema es que la convergencia a 0 no es uniforme.
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3) Consideremos la sucesién de funciones

n/2, si|t]<1/n
n(t) = aran=1,2,3,...
fa®) {0, si|t)|>1/n ©

El limite de la sucesion es:

0 Vt#£0
00 t=0

lim /(1) = {
No hay convergencia puntual, sin embargo, f,(t) converge débilmente, pues lim f, = 4.
n—oo

4) Consideremos las siguientes sucesiones:

1 1 [ “n
fult) = 5 erfc(—nt) = NG /_nt e du y go(t) ="
Ambas sucesiones convergen débilmente.

Demostracién Consideremos el limite de las f,:

[e.9]

lim (f,,z) = lim fa(®)z(t) dt .

n—00 n—oo [ _

Podemos acotar la integral:

[ nwso | < [ in@a0)as [T ao) <o,

o0

vaque | f,(t)| <1V f,,V n,V t. Luego existe mayorante convergente y podemos intercambiar
el limite con la integral:

i [ f(0)a(t) dt / " dim [ (0(t) di

n—oo [_ oo 00

Pero el limite de f, es

0 sit<0
lim f,(t) =¢1/2 sit=0,
n—oo

1 sit>0

lo cual corresponde a la definicién de la funcién escalén de Heaviside A(t). Tenemos entonces

lim (fp,z) = /OO h(t)z(t) dt = (h,z) .

n—oo 00
Entonces f, converge débilmente, pues

lim f,=nh.

n—o0
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Andalogamente, se tiene

lim (g,,z) = / lim g, (t)x(t) dt ,

n—0o0 ) n—oo

pero el limite de g, es

0 sit<0
lim gn(t)  1/e sit=0 .
1 sit>0

Excepto en t = 0, coincide con la funcién escalén h(t). Un solo punto no es importante en la
integracion, luego

lim (g,,x) = /OO h(t)x(t) dt = (h,x)

n—o0 )

lim g, = h ,
n—oo

de modo que g, también converge débilmente a h.
q.e.d.
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Capitulo 6

Distribuciones y transformada de
Fourier

versién 10 septiembre 2007

En este capitulo extenderemos la definicion de transformada de Fourier al espacio de dis-
tribuciones. Lo haremos de modo andalogo a la derivada de una distribucion, la cual definimos

en términos de la derivada de funciones.
Sea f € S§. Sabemos que F{f,k} € S.

Deﬁnic_i(')n _6.1 Transformada de Fourier de un funciona/._ B
Sea f € S§* el funcional asociado a f. Definimos F{f} € S* por:

F{f kY = F{f.k}.
Podemos demostrar entonces que la transformada de Fourier de un funcional, equivale a
tomar la transformada de Fourier de la funciéon de prueba:

Proposicién 6.1 <m,x> = (f,F{z})

Demostracion

<m,x>=/zdkf{f7k}x(’f):/Zd’“ /Zdt\/%f(t)eiktx(k)

> 1 > it _ [
:/Oodtf(t)ﬁ/oodkx(k)ek —/Oodtf(t)f{xat}

q.e.d.

Esta proposiciéon motiva la siguiente definicién.

Definicién 6.2 Transformada de Fourier de una distribucién. Sea ¢ € S* y x € S arbitrario.
Definimos

(Flpt, ) = (o, F{z}) (6.1)
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Proposicién 6.2 Si ¢ € S*, entonces F{p} € S*.

Demostracién

a) Linealidad.

(F{o}, ax + By) = (¢, F{ax + By}) = a(p, F{z}) + B (¢, F{y})
= a(F{e},z) + B (F{r}y) .

b) Sea —' 2. Entonces

n—aoo

lim (F{p}a, —) = lm_ (o, Fa, ~a}) .

n—aoo

Puesto que ¢ € S* y F{z, — 1} SN 0,

n—ao0

lim (F{¢},z, —x) = <g0,n£noo]:{xn — x}>

n—>ao0
1 o0

_ <<p, o= Jim_ [ [ (0) — a()e™ dt>
<

%m/ nh_IPOO nt)—x(t)]ei“fdt>

Por lo tanto F{p} € S*.

q.e.d.
Ejemplos
1) La delta 6. Sea x € S arbitrario. Entonces
F{0}, 6, F ela
FUoY,a) = (0. Flal) = < = [ eatnar)
1
) dt={ — 2 ) .
~vr [ [ gpetna=(oma)
Luego
1
F{6} = 7= (6.2)
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2) La derivada de la delta ¢’. Sea z € S arbitrario.

(F{&'}, ) = (5, Fla}) = <6', = [ et dt>

d 1 s 1 /°° 0 a

=— — |—= S (t) dt = —— t) —et dt
ds |:\/ 2 /;oo ¢ '/E( ) :| s=0 V 2 — 00 x( ) ase s=0
1 e . 1 o

= t)ite' dt = ——— )it dt
ol R x(t)ite » =/ x(t)i
o —it —it

- t) dt = T )

/oo \/27Tx( ) <\/27r :v>
Entonces
Fioy =0 (6.3)

3) En general,

F{6My =

(6.4)

Definicién 6.3 Antitransformada de Fourier en S *. Definimos la antitransformada de Fourier
de una distribucion ¢ € §* como

(FHoha) = (o, F Ha})| VoS (6.5)

Proposicién 6.3 Si ¢ € S*, entonces
FF ey =F '"Flet=9p. (6.6)

(Vale decir, se tiene un teorema de reciprocidad, andlogamente al que encontramos en el
espacio de funciones S.)

Demostracién

(FF Yol x) = (F Yo}, F{z}) = (o, F ' Flz}) = (p,z) .

Como en el caso de funciones en S, se cumplen las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 6.4 Si o € S* es una distribucién par, entonces

Fle}y = F Ho} . (6.7)
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Demostracién

(Fpha) = o o)) = (oo [ dtaie )

Siendo ¢ par podemos cambiar w por —w:

(Fpha) = (o= [ dtalne) = o (o)) = (Floha) |

de modo que
Fley=F e}

si ¢ es una distribucién par.

Notemos entonces que si ¢ es una distribucién par,

Flo+ Flo}} = Flo} + F{F Hott = Flot + ¢,

lo cual nos dice que, para cualquier distribucién par ¢, la distribucién ¢ + F{p} es igual a
su transformada.

Proposicién 6.5 Si ¢ € §* es una distribuciéon impar, entonces

Flot =-F He}.
Demostracion Ejercicio.

Ejemplo Sea f(t) = 1. f(t) es de crecimiento lento, luego f = 1 existe.
Consideremos F{f} = F{1}. Sabemos que, por ser § una distribucién par,

FHo} = Foh = o=
luego 1
= Fm =4 (6.8)
Entonces
——F{Lw}=dw), (69)

V21
F{o} =

vl
3
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Y puesto que de modo puramente simbdlico escribimos

- 1 e .
f{l,W}:E/ 1'€ZWtdt,
1 > ;
.F{5} = E/ (5(t>€ZWt dt s

obtenemos las expresiones (en rigor incorrectas):

e
= — W 11
5(w) zﬂ/_we dt | (6.11)
1 & ) 1
— S(t)e™tdt = — .
\/27r/_oo ()e V2

Observemos, sin embargo, que aun cuando la integral en el lado derecho de ([6.11)) no
existe en el sentido ordinario, uno puede escribir

1 o0

2r ) o

(6.12)

e“tdt = — / (coswt +isenwt)dt = — / coswtdt
271_ —0c0 27T 0
donde hemos usado el valor principal de la integral de sen wt:

e’} K
]5 senwtdt = lim senwtdt =0 .

oo K—o00 _K

Y como la integral de Cesaro de coswt es

B 0 i 0
/ Coswtdt:{ S%w% ,
0 oo siw=0

encontramos una cierta consistencia con el resultado (6.11]).

Anélogamente a lo que ocurre en el espacio de funciones, se tiene el siguiente par de
proposiciones para derivadas de distribuciones:

Proposicién 6.6 Sea ¢ € S*. Entonces

(F{eD™ = F{(it)" ¢} . (6.13)
Demostracién
(FLoD®,a) = (1" (Flghat) = (1) (o, F{z®})
= (~1)" G, =ity F o) = (@7 0. F(a})
= (F{@rehr) .
Asi

(F{eh™ = F{(it)" ¢} € 5~ .
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Proposicién 6.7
Flp"} = (—iw)" F{g} - (6.14)

Demostracion Ejercicio.

Observemos que si f es una funcién de crecimiento lento, entonces F{f}, considerada
como una funcién, no lo es necesariamente. Por ejemplo, f(¢) = 1 es de crecimiento lento,
pero F{1} = /276 no lo es.

De hecho, cuando definimos la transformada de Fourier, exigimos que las funciones deca-
yeran suficientemente rapido, para asegurar convergencia de la integral. En (6.11]), estamos
calculando la transformada de Fourier de una constante, que no decae a cero en infinito. En
general, nos muestra que es posible calcular, en el sentido de distribuciones, la trans-
formada de Fourier de funciones que no sélo no decaen a cero, sino que divergen en infinito
(mientras sean de crecimiento lento y se les pueda asociar un funcional). Vale decir, jhemos
ampliado (en algin sentido), gracias al concepto de distribuciones, el espacio de funciones al
cual se le puede calcular la transformada de Fourier!

Por ejemplo, las funciones 1, ¢, 2, ..., no tienen transformada de Fourier (no existe
S22 | ). Sin embargo, sf la tienen 1, 7, £2, ..., a saber:

F{I} = (F{I)™ = Vo).

Por otro lado, continuando con el analisis de , sabemos que mientras mas lento
decae una funcién en infinito, menos derivadas tiene la transformada de Fourier. Una funcion
que decae como x~?2 tiene transformada de Fourier diferenciable, y una que decae como x~!
tiene transformada de Fourier que es sélo continua. Extrapolando, una funcién que “decae”
como z° (i.e. una constante) deberfa tener como transformada de Fourier algo que sea, en
cierto sentido, “menos” que una funcién sélo continua. Quizas “discontinua” puede aparecer
como una soluciéon posible, pero no puede serlo, ya que después de todo la transformada de
Fourier es una integral. El conflicto se “soluciona” saliendo del espacio de funciones, de modo

que funciones que tienden a una constante en infinito seran distribuciones.

Consideremos ahora la distribucién d, tal que (d,, z(t)) = x(a). Entonces

(Floa}ts ) = (00, Flz,w}) = <5a, \/% /:: z(t)e™t dt>

1 oo - 1
= — x(t)e'™ dt = et x )
V2T /_oo ®) <\/ 2 >

es decir,

1 .
F{8,} = ——c¢iat . (6.15)
2m
Sustituyendo a por —a:

efiat .

J—"{éfa} =
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Luego
2
Floa+0_0} = Nors cos(at)
7r
y
2
F{og — 00} = o sen(at) .
T

En consecuencia,

F{cos(at)} = \/7 00+ 0_0) = F Hcos(at)} , (6.16)
F{sen(at)} = —i\/;((Sa —6_4) = —F Ysen(at)} , (6.17)

donde hemos usado el hecho de que ¢, + d_, es una distribucién par y que 6, —d_, es impar.
En textos de Fisica encontraremos las relaciones (6.16]) y (6.17) en la forma:

F{cos(wot),w} = \/2[5@) — wo) + 0(w + wo)] ,
F{sen(wpt),w} = —z'\/g[cS(w —wp) — 0(w + wp)] -

Vale decir, al graficar el espectro de frecuencias de cos(wpt) tendriamos dos peaks, en fwy:

— W Wo w

y en el caso de sen(wpt) el peak en —wy seria negativo:

Y

Wo w
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Todo esto tiene mucho sentido, si lo consideramos desde el punto de vista fisico. La
transformada de Fourier da informacién acerca de qué modos de oscilacién conforman una
perturbacion dada de un sistema. Es decir, lo mismo que con series de Fourier, sélo que en
un dominio infinito. Pero ;qué ocurre si la perturbacién esta dada por un tnico modo de
oscilacion? Si se tratara de ondas sonoras, por ejemplo, jcudl deberia ser la transformada de
Fourier de un tono puro? En este caso, como hay un tnico modo de oscilacion, el soporte de
la transformada de Fourier debe ser un solo punto. Pero no podria tener altura finita, pues
su antitransformada serfa cero (un solo punto no afecta la integral). Con lo que sabemos de
representaciones de la delta, nos damos cuenta que lo tnico que podria ser la transformada
de un coseno o un seno es la distribucién 9.

Terminemos este Capitulo encontrando una representacion tutil para la delta. Considere-
mos la funciéon “dientes de sierra”:

—(t+m) —T<E<0
Ft)=<X0 t=0
—(t—m) 0<t<m

f(t),

1/2

Y

-1 Tt t

-1/2

La funcién es periédica:
flt+2mm)=f(t) YmeZ.

Es pues expandible en una serie de Fourier impar:

ft) = i b, sen(vt) ,
v=1
con

b, = %/_: f(t')sen(vt') dt

/—_
- ’
vz

entonces
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Consideremos la distribucién asociada

=% (%),

y derivémosla:

() =135 (=07) =15 () = 3o

v=1

Por otra parte,

(la demostracién queda como ejercicio), luego

oo

%ZCOS vt) Z 5gm——,

n=—oo

es decir,

Tl —
_%—F;;COS(V@.

Restringiéndonos al intervalo [—m, 7], encontramos la relacion:

1 1o
= — 4= ), tel|-ma.
W—i—ﬂ;cos(u) [—m, 7]

(6.18)
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Capitulo 7

Convolucion de distribuciones

versién 28 septiembre 2009

7.1. Definiciones

Sean z, y € S y sean 7, § € S * sus funcionales asociados. Hemos definido

T+Y = x+vy
— —

=
Fiwy = 7).

En forma analoga, definiremos a continuacién, el producto de convolucién. Nos daremos cuen-
ta, sin embargo, de que no siempre existe el producto de convolucion entre dos distribuciones
arbitrarias.

Definicién 7.1 Producto de convolucién de funcionales
Seaxxy e Syrxrxy e S* el funcional asociado. Definimos el producto de convolucién
de dos funcionales como

(7.1)

<
*
<

’f*

Evaluemos

ez = [ wesdads= [~ [y na0ar] ats)as
=[] st vatas] s0yar

Haciendo el cambio de variable u = s — t,

(y*z,x) = /Z [/Z y(u)w(u+t) du] z(t)dt = /Z /Zx(u+t)y(u)z(t) dt du
= /_Oo [/_Oo z(u+1)z(t) dt] y(u) du = /_OO y(u) Z(t), z(u+1t)) du

e} (e} [e.e]
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La ultima igualdad tiene sentido sélo si la funcién de u (Z(t), x(u +t)) € S. Si lo es, podemos
escribir.

Uz 2) = (ylu), (), 2(u+1))) .

El lado derecho es un nimero complejo, que se puede reescribir:

¥ 2) = /_OO V_OO y(w)e(u+ 1) du} +(t) dt:/oo () @), 2(u + 1)) dt

[e.9] [e.9] —00

= (), G(w), x(u+1))) .

Este es otro nimero complejo, que tiene sentido sélo si la funcién de t(y(u),z(u+t)) € S.
Por lo tanto, resumiendo,

[ +7,5) = (TF7,2) = (Gw), (52), 2(u +£))) = (2(2), (Gu), 2(u+1))) .
Falta demostrar que las igualdades ultima y penultima tienen sentido.

Proposicién 7.1 Si z, z € S entonces (Z(t),z(u +t)) € S(u).

Demostracién Sabemos que si x, 2 € § entonces:

lim t"2z™ (@) =0 y 1lim "z ({#) =0, YmyneN.

t—=+o0 t—*+oo

Definamos
o0

g(u) = (3(8), 2w + ) = / ()x(u+ 1) dt

—0o0

Tomemos las derivadas de g(u):

g(u) = /OO z(t)x (u + t) dt

o0

g™ = / ()™ (u+t)dt .

o0

Luego ¢ es infinitamente diferenciable. Ahora consideremos el limite

‘ 1‘1'm [umg(”)(u)] = / z(t) lim [umx(”)(u—i—tﬂ dt=0 Vn,meN.
u|—o00 o

Luego g(u) € S.
q.e.d.

Definicién 7.2 Producto de convolucion entre una distribucion y un funcional asociado a una
funcion
Sean ¢ € §*, f € S. Definimos

o x F1(u) = (or, flu— 1) = / o) fu—t)dt |

—00
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usando la notacién como funciones. Esta definicion es consistente con los resultados anteriores.

(p+Toa) = [%w*ﬂWWWMu

_ /_idux(u)/_igp(t)f(u—t)dt
_ /_Zdtgp(t)/_ix(u)f(u—t)du
_ /_Zdtgo(t)/_ix(ert)f(v)dv

= [ deote) (Fohato-+1)
_ <¢ ), <m,x(v + t)>> .

< fw),z(v+ t)> no necesariamente pertenece a S si f es de crecimiento lento, que es lo que

se necesita para que la ultima expresion tenga sentido. Por ejemplo, si f =1,
o

<m,x(v+t)>:/ x(v—l—t)dvz/ z(u)du=cte € S .

—00 —00

[e.o]

Sin embargo, al menos es una funcién infinitamente derivable. El problema anterior se pre-
senta por supuesto también cuando se trata de dos distribuciones arbitrarias.

Definicién 7.3 Producto de convolucién de distribuciones Sean o, € S*. Si (1(t), x(t + u)) €
S(u)Va €S, se define ¢ * 1 como:

(o, ) = (p(u), ), 2(u+1))) -
Si ademds (p(t), z(u +t)) € S(t), entonces también existe 1 * .

Proposicién 7.2 (Sin demostracion)
Una condicién suficiente para que valga (¢(t), z(t +u)) € S(u), es que ¢ tenga soporte
finito.

7.2. Propiedades de la convolucién de distribuciones

En el Cap. {4 establecimos algunas propiedades del producto de convolucién entre fun-
ciones, y de hecho mostramos que {S,+,*} es un anillo conmutativo, pero no unitario (no
existe elemento neutro). Revisemos las mismas propiedades, ahora para distribuciones.

1) ;Conmutatividad?
No, sélo en algunos casos ¢ * 1) y 1) * ¢ existen ambas.

2) jAsociatividad?
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Si. Sean ¢, 1), x € S*, con
(W), ylu+t)) € St) v (@), z(utt)) eSwu) Ve,yes,
entonces

((pxh) xx,2) = ((p V) (u), (x(t), 2(t +u)))
= (p(v), (P(u), (x(t), z(t +u+v)))) .

Por otra parte,

(o (¥ xx),2) = (p(v), (¢ * x(u), z(u+v)))
= (p(v), (), (x(1), z(t +u+0)))) ,

luego
px(Vxx)=(p*Y)xx=p*h*xx .

3) ;Distributividad?
Si. Sean ¢, 1, x € §*, con (x(t),z(t +u)) € S(u) Vo € S, entonces
( {x

(0 +9)*x,2) = ({0 +¥)(w), (x(1), 2(t + u)))
= (p(w), (x(8), (¢ +u))) + (P(w), (x(8), (¢ +u)))
=

CxX,T) F(Y*x, 1) =(pr X +V*rX,T) .

4) La 0 es elemento neutro derecho:

(o 0,2) = (p(u), (6(), x(t + w))) = {p(u), z(u)) = (p,2) ,

por lo tanto, V¢ € S*, tenemos
(7.2)

5) Papel de ¢’ como factor derecho:

(px 0, x) = (p(u), (0(1), x(t + u))) = = {p,2") = (¢, 2) .

Luego podemos escribir, V¢ € S *,

pxd =¢ (7.3)

Vale decir, la derivacion es un caso particular de la convolucién.

6) 0, como factor derecho

(o 0a, ) = (p(u), (0 = a),2(t +w))) = (p(u), x(a +u)) .

Sea f € Sy f € S* su funcional asociado. Entonces

<7* 6a,x> = <7(u),x(a + u)> = <7(u - a),x(u)> )
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Es decir, si f € §*, escribimos:

fx6,=f(t—a) (7.4)

El desplazamiento es un caso particular de la convolucién.

7) El producto de deltas:
{00 % 0y, ) = (0(u = a), (5(t = b), 2(t +w))) = (0(u — a),2(b+u)) = z(a + b) = (dats, 7)
Luego

| 00 % 6y = Bays | (7.5)

8) Existen divisores del cero. Sea C' una funcién constante en un intervalo finito y cero en el
resto.

Cxd=C'"=C"=0=0,
o sea que se tiene ¢ x 1) = 0 sin que ¢ = 0 ni ¢ = 0. Consecuencia de lo anterior es que si «,
B, v €87, las ecuaciones

ax(f—=7)=0 o axf=axy#H =7,

aun si a # 0,

9) Las ecuaciones a* 3 = ¥ o B*«a = 1 pueden tener mas de una solucién « para 3,1 dados.
Por ejemplo, para 8 =6 y ¢ = 0 la ecuacién a * = 1 tiene como soluciones a« =0, a = C
entre otras.

Las propiedades revisadas en esta seccion muestran que, a diferencia de lo que ocurre en el
espacio de funciones, el producto de convolucién de distribuciones si tiene un elemento neutro
(8), es decir, {S*, +, *} tiene estructura de anillo unitario. Por otra parte, en el Cap. 4| vimos
que la convolucion se puede interpretar como una medida del traslape entre dos funciones.
Ahora, sin embargo, vemos que dos importantes operaciones sobre funciones (la derivacién
y la traslacién), no son sino casos particulares de convolucién. De hecho, las propiedades de
grupo de la traslacién (es decir, la propiedad de que la composicién de dos traslaciones es
otra traslacién), se derivan simplemente de la conmutatividad de la suma de nimeros reales

[ver ([7.5])].

7.3. Uso de convolucion en Fisica

Consideremos el siguiente circuito:

Disp@
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Mide la fem e(t) aplicada al dispositivo. Esto corresponde al “estimulo” o “excitacién”
que perturba el sistema.

Mide la corriente i(t) que circula por el sistema. Esta corresponde a la “respuesta” del
sistema frente a lo que lo perturba.

En este problema fisico, si conocemos la fem e(t), nos interesa determinar la respuesta
i(t) para todo t.

Esperamos, intuitivamente, que se satisfagan las siguientes propiedades:

I Sie(t) =0 parat < t;, entonces i(t) = 0 para ¢t < ¢;. (Causalidad.)

11 Si a las excitaciones e; o(t) les corresponden respuestas i; o(t), entonces a una excitacién
a e1(t) + B es(t) le corresponde una respuesta «v i1 (t) + S i(t). (Linealidad.)

111 Si a la excitacion e(t) le corresponde la respuesta i(t), entonces a e(t — a) le corresponde
i(t — a). (Desplazamiento.)

v Si a la excitacién e, (t) le corresponde la respuesta i,(t), entonces a lim e,(t) le corres-

n—oo
ponde lim i(t). (Continuidad.)
n—oQ

Si consideramos ahora tanto al estimulo e(t) como a la respuesta i(t), como elementos
de un espacio vectorial, podemos pensar las propiedades anteriores como que debe existir
un cierto operador que asigna a cada funcién e(t) una funcién i(t), y este operador debe ser
lineal (propiedad, conmutar con las traslaciones en el tiempo (propiedad y ser continuo
(propiedad . En el caso de la propiedad el limite debe ser entendido en el sentido de
distribuciones (lo cual no es evidente ahora, pero deberia serlo mas adelante). Lo anterior
sugiere el siguiente teorema:

Teorema 7.1 Sea la distribucién G(t) la respuesta a la excitacién d(t). (Esto corresponde a
una excitacién “percusional”, nula para todo tiempo salvo en el instante ¢ = 0.) Entonces la
respuesta 7 a cualquier excitacién e(t) se obtiene por el producto de convolucién

i=Gxe. (7.6)

Asi pues, basta conocer la respuesta de un sistema (cualquier sistema con las premisas ante-
riores, esperables para un sistema fisico) a un estimulo elemental, para conocer la respuesta
del sistema a cualquier otro estimulo, a través del producto de convolucién. Situaciones simi-
lares se presentan en otros problemas fisicos: basta conocer el campo eléctrico producido por
una carga puntual para saber el campo eléctrico producido por una distribucién arbitraria
de carga.

A continuacién damos las lineas generales de una eventual demostracion del anterior
teorema.

I. Sie=dentonces7=G =G0 =G xe.

II. Si€e =20, =0(t) =3(t —b) entonces 7= G(t —b) = G(t) xd(t —b) = G x 6, = G *e.
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1. Sie = Z a0y, (1) Z ,0 ) entonces la respuesta serd, usando las propiedades
del sistema, 1=y, &VGV(t —t,)=>,0,Gt)x0(t—t,)=G(t)xe(t) =G xe.

V. Sea e(t) nula para t < t;, de crecimiento lento, seccionalmente continua y derivable, de
modo que € € §* existe.

- N
(E,x):/_ e(t)z(t) t:]\}lj}nooZ&y v) <J\}1_I>I(l>ozoéu5(t—tu),$>-

Sie(t) = lim Z a,d(t —t,), existe la esperanza de que esto permita expresar toda la

i(t) = lim Z a,G(t —t,) =G(t) * lim Z a,0 =Gxe.

7.4. Funcion de Green de un operador diferencial

En la seccién anterior hemos mostrado que, para un problema fisico lineal, pero por lo
demas arbitrario, basta encontrar la respuesta a un estimulo puntual para conocer la respuesta
a un estimulo arbitrario. Nosotros ya hemos encontrado situaciones asi en Fisica. Por ejemplo,
basta conocer el potencial electrostatico debido a una carga puntual para conocer el potencial
debido a una distribuciéon de carga arbitraria. De hecho, esto ya lo habiamos comentado en
relacién con el producto de convolucién (ver pag. . Ahora hemos aprendido que dicha
técnica es aplicable a cualquier sistema fisico lineal.

Por otra parte, sabemos que el potencial electrostatico es solucion de la ecuacion de
Poisson

V2(7) = —4mp(7) . (7.7)
Representando una carga puntual como una delta de Dirac, p(7) = (), entonces se sigue
que la funciéon G antes descrita debe ser solucion de:

V2G(F) = —47d(F) . (7.8)

Es decir, la funcién G es aquella (tinica) funcién que es solucién de la ecuacién de Pois-
son, pero cuando la distribucién de carga es una delta. El teorema de la seccién anterior
nos asegura que basta con resolver para conocer la solucién de (7.7), para cualquier
distribucion de carga.

En el caso electrostatico, sabemos que el problema fisico va a involucrar resolver una
ecuacion diferencial, donde el operador diferencial es el laplaciano. Para un problema fisico
arbitrario, sera algtiin otro operador, que llamaremos L. En ese caso, en vez de la distribucion
de carga, en el lado derecho de tendremos alguna otra cantidad fisica, que llamaremos
f(t).

El problema general corresponde entonces a resolver la ecuacion diferencial

Lo(t) = f(t) . (7.9)
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. . 2 " 2 .
L corresponderd al Laplaciano j? para un problema electrostatico, a j?+w2 para un oscilador

;. , . ., . L, g2 2
armonico, etc. Para un problema en mas de una dimension, el Laplaciano sera dd? + d‘l?; 0
, ., 2 2 R
podriamos tener una ecuaciéon de ondas, en cuyo caso L = j? — U%;?. Como L es lineal,

existen técnicas generales, sistemdticas, para resolver el problema homogéneo asociado a ((7.9)),
Lo(t)=0. (7.10)

La solucién al problema fisico general sera una superposicién de la solucion general al pro-
blema homogéneo , y una solucién particular del problema inhomogéneo . Pero,
,como encontrar esta soluciéon particular, que nos permite resolver el problema completo?

Ahora tenemos la respuesta: basta con resolver el problema con una inhomogeneidad
puntual:

LG(t) = 8(t) . (7.11)

A la solucion de esta ecuacién se le llama la funcion de Green del operador diferencial L.

Una vez hallada la funcién de Green, la solucion del problema general sera simple-
mente el producto de convolucién entre la funcién de Green y la inhomogeneidad f(t) (es
decir, el estimulo no puntual):

o(t) =[G * f](t) - (7.12)

La funcion de Green, entonces, nos da una manera sistematica de encontrar la solucién
particular de la ecuacion inhomogénea , y asi resolver un problema fisico con un estimulo
arbitrario. Todo, por supuesto, mientras el operador diferencial subyacente sea lineal.

Usando la notacion integral para distribuciones, es facil darse cuenta de que es una
solucién particular de ([7.9)), sustituyéndola directamente en ella. En efecto, se tendra

o0 o0

Lo(t) = LG * f|(t) :L/ de(t—x)f(x)da::/ de LG(t — z) f(x) dx

—00 —00

Como el operador L actia sélo sobre la variable ¢, usando (|7.11)) se tiene

Lot = [ dedt—n)5@) = 10

o0

que es precisamente ((7.9)).
De ahora en adelante, usando el concepto de funcién de Green, tenemos un modo sis-

tematico de resolver ecuaciones diferenciales lineales inhomogéneas, es decir, de encontrar la
respuesta de sistemas fisicos a estimulos arbitrarios.



Capitulo 8

La funcion Gamma

versién 5 octubre 2009

En numerosos problemas en Fisica, tales como la normalizaciéon de la funcién de onda
de Coulomb y en el cémputo de probabilidades en mecanica estadistica, aparece la funcion
Gamma. Una razon por la cual esto sucede es porque problemas de combinatoria normalmente
involucraran el calculo de un factorial y, como veremos, la funciéon Gamma es la generalizacion
del factorial a nimeros complejos arbitrarios. Pero ademads, la funcién Gamma resulta estar
relacionada con muchas otras funciones especiales en Fisica, y ello hace que esta funcion
esté presente en numerosas aplicaciones. Todo esto hace que su estudio sea relevante, lo que
haremos en este capitulo en forma somera.

8.1. La funcion factorial

Consideremos la integral:

o 1 o 1
e dr=— —e | =—.
0 « 0 o

Derivando n veces respecto a o ambos lados de esta expresion:

oo |
3 n!

e dr = T
0 ant

Poniendo v = 1 encontramos una expresion integral para la funcion factorial:

n!:/ e Tdx n=1,2 3...
0

A partir de este resultado podemos extender la funcién factorial para n = 0:

0= / e Vdr=—e"
0

n! = / x"e Tdx n=20,1,2... (8.1)
0

=1.
0

Asi, tenemos en general,

101
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8.2. La funcion Gamma

Definimos la funcion Gamma por:

['(z) = / e tdt Rez > 0. (8.2)
0

Vale decir, es una generalizacién de la funcién factorial para niimeros complejos con parte
real positiva.
Observemos que:

» Cuando t — oo, la funcién e~* domina cualquier potencia. Cuando t — 0, | e~ >~ | ~
tRe()=1 "de modo que la condicién Re z > 0 (es decir, Re(z) — 1 > —1 es necesaria para
la convergencia de la integral).

» Para el caso Rez < 0 la integral diverge y no puede usarse para definir I'(z). Mas
adelante veremos qué hacer con este caso.

La funcién I'(z) es continua (si Rez > 0). Ademas, es fécil ver (al menos formalmente)
que, para Rez > 0,

I'(z) :/ e ntdt (8.3)
0

IM(z) = / e ' H(Int)?*dt , (8.4)
0

etc. Se puede demostrar que I'(2) es infinitamente diferenciable si Rez > 0.

8.2.1. Relacién con la funcion factorial

De la definicién de la funcién Gamma (8.2)), se tiene
Fn+1) = / the tdt = n! | sineN. (8.5)
0

8.2.2. Relacion de recurrencia

Integrando por partes (8.2)),

- / (—e™") 27 dt = z/ e ' hdt = 2I(2)
0 0 0

L(z+1)=—te"

luego

['(z+1) =zI'(2) (8.6)

Notemos que, en particular, si n € N,
'n+1l)=nl'n)=n-n—1)I'(n—-1)=---=n!,

pues I'(1) = 1.
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8.2.3. Funcion Gamma de niimeros negativos

Ya observamos que la expresién integral no es adecuada para su extensién a nimeros
negativos. Sin embargo, ello si es posible a través de la relacién de recurrencia . En efecto,
notemos que podemos escribir I'(z) = I'(z + 1)/(z + 1), pero también podriamos escribir
['(z) =T(z+2)/[(z 4+ 2)(z + 1)], y asi sucesivamente. De hecho, si z # 0, —1, =2, ..., la
expresion

['(z+n)
(z+n—1)(z+n—-2)---(2+ 1)z

estd bien definida para todo n € N suficientemente grande (Re(z) +n > 0). Ademads su valor
es independiente de n, pues

I(z+n+m) B Fz+n)(z+n+m—1)---(2+n)
(z+n+m—1)(z+n+m—-2)---(z+1)z (z+n+m—-1)---(z+n)(z+n—-1)---2
I'(z+n)

(z4n—1)--(z+ 1)z~

De lo anterior, nos convencemos de que podemos definir I'(z) para todo z diferente de 0, —1,
—2, ..., por medio de

I'(z+n)

I'(z) = ) eNyR >0, 8.7
(2) (z+n—-1)(z+n—-2)---(2+ 1)z " ¥ Re(z) +n (8.7)

Por ejemplo,

N(—15) = —T(=0.5) = —— X _1(0.5)
-5 1505

La expresion (8.7) no es vélida para enteros negativos. De hecho, podemos mostrar que
la funcién Gamma es singular en dichos puntos. En efecto, observemos que si z = —m + ¢,

con m € Ny e <1, laecuacion (8.7) nos dice (con n =m + 1) que

r 1 —1)™m
'(z) = (e+1) ~ (=1 cuando € — 0.
ele—1)(e—2)---(e —m) m!e
Entonces, en todos los puntos z = 0, —1, —2, ..., I'(2) tiene polos simples, y el residuo en el
polo z = —m es (—1)™/ml.
Mas adelante veremos que V(1) = —v, donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni.

Entonces, cuando z — 0, ['(1 +z) =1 —~z+ .-+, y con esto

I'(z) =——=—-—~+---, cuando z — 0.
z

8.2.4. Algunos resultados
(a) Evaluemos I'(1/2). De la definicién (8.2)),

[(1/2) = /OOO %et dt .
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Con el cambio de variables ¢ = 12,

r(1/2) = 2/0o eV dy .

Entonces

[T(1/2)]? =4 (/OOO eV dy> </OOO e dx) = 4/000 /OOO e~ @) du dy

Reescribiendo la integral en coordenadas polares,

oo pm/2 00 1
[(1/2)]* = 4 e rdrdf = 4= e rdr=2r(—=e"
o Jo 2 Jo 2

Luego

[(1/2) = /. (8.8)
Para todo z € Z se verifica que

™

D(2)[(1 - z) =

(8.9)

sen(mwz)

La demostracion la veremos mas adelante. Esta expresion nos indica que la funcién
Gamma tiene una estrecha (inesperada, dada la manera en que la introducimos) relacién
con las funciones trigonométricas.

La formula de duplicacion de Legendre dice que

2z—1

@) = I <z + %) | (8.10)

La demostracion la veremos mas adelante.

8.3. Funcién Beta

8.3.1. Definicién

Definimos la funcién Beta por:

1
B(p,q) = / 1 — )t Rep >0, Reqg >0 (8.11)
0

Con el cambio de variables 7 = 1 — t se puede demostrar que

B(p.q) = B(q,p) - (8.12)
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Otras formas de expresar B(p,q), con los cambios de variable t = cos?6 y t = r/(1 + )
respectivamente, son:

/2

B(p,q) = 2/ (sen §)* ! (cos 0)**~1 df (8.13)

0
B T 8.14

= ——dr. 1
(P, q) /O T @ (8.14)
La funcién Beta se relaciona con la funcion Gamma a través de la expresion:
I'(p)I'(q)

B(p,q) = —— . 8.15
#.9) I'(p+4q) (815)

Demostracion Ejercicio.

8.3.2. Otras relaciones entre las funciones Beta y Gamma

En esta seccion volveremos sobre los dos resultados pendientes de la seccion esto
es, las ecuaciones y (8.10).

Para demostrar el resultado primero notamos que, con la ayuda de , B(z,1—
z) =T'(2)T(1 — 2). Ahora, por (8.14), lo que tenemos es

wzfl

1+ w

(2)D(1 — 2) _/ dw
0
con 0 < Rez < 1 (por la definicién de Beta).
Notemos que la funcién w*~! /(1 + w), con z fijo y tal que 0 < Re z < 1, tiene un polo en
w = —1. Ademas, como la funcién es multivaluada, consideraremos, en el primer cuadrante
del plano complejo, que

z—1

w _ 6(2’—1)1nu) )

Aqui, Inw es real. Consideremos ahora el camino cerrado C' que muestra la figura:

y

C1

C3 C4

C=Cy+Cy+ C3+ C4

Entonces

z—1
/ o dw = —2mie™ |
C 1 + w
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pues el residuo en w = —1 es w*™!

que

(ejercicio). También quedard como ejercicio demostrar

1 o) z—1

) w? w

lim dw = / dw ,
0

—0
}SHOO o) 1 —+ w 1 —+ w
—1 00 z—1

) w? , w

111% 1 dw = —e?'™* / 1 dw ,

ﬁ
Pf—)oo C2 +w 0 +w

z—1
lim dw =0,

R—oo [o, T+ w
z—1

lim
=0 Jo, 1+w

dw =0,

es decir, demuestre que

z—1 0 z—1
lm [ —— dw = (1 — 2™ / =M—
¢ Cq 1 +w 0

—0
R—o0

De este modo, se obtiene que

F(z4+ DI(—2) = zF(z)F(z_Z;)_ D
=—-I'(x)['(1-2)
. m
- sen(mz)
si 0 < Rez < 1, de modo que
™ T

Fr1 -z =- =

sen(mz +m)  sen(mz)

si 1 < Rez < 2. Asi, entonces,

™

)01 —2) =

, Rez&Z.

sen(mz)

Para demostrar la férmula de duplicacién de Legendre (8.10)), primero notemos que ésta

es equivalente a
1 1
r (5) ['(2z) = 2%7'T(2)T (z + 5)

[donde hemos usado el resultado (8.8))], lo cual es equivalente a

L/2T() _ o [P

T(z+1/2) r(2z)
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De este modo, por la expresién (8.15)), lo que tenemos que demostrar es
B(1/2,2) =2*'B(z,2) .

Pero con el cambio de variable ¢t = (z + 1)/2 en la definicién de la funcién Beta (8.11]),

1 1 z—1 1 - z—1 2 1
B(Z,Z):/ ( ;x) ( 233) d_;: 22z1/ (1_;p2)2—1dl‘ :
—1 0

mientras que, con el cambio de variable t = 22,

B(1/2,2) = 2/1(1 — %)

De este modo, con las dos ecuaciones anteriores, terminamos de obtener lo buscado, esto es

2z—1

[(22) = =~ T(r <z + %) .

8.4. Notacion doble factorial

A veces, en problemas de combinatoria, es necesario utilizar el doble factorial, que se
define como el producto de los n primeros enteros impares o pares:

2n+1D!'=1-3-5---(2n+1), (8.16)
o)l =2-4-6---(2n) . (8.17)
Claramente
(2n)!l = 2"n! | (8.18)
2n + 1)!

8.5. Foérmula de Stirling

Ya hemos comentado que, en problemas de combinatoria, tipicamente aparecera la fun-
cion Gamma. La respuesta es que el factorial tiene relacion con el nimero de modos de
ordenar N elementos. Nos podemos dar cuenta, entonces, que si queremos estudiar un siste-
ma de muchas particulas (un gas, una galaxia, etc.), y concentrarnos sélo en sus propiedades
“globales”, termodindmicas (temperatura, presion, etc.), ninguna de esas propiedades de-
beria depender de el orden exacto en que se encuentren las particulas que lo constituyen.
Por tanto, deberiamos esperar que dichas propiedades termodinamicas involucren, de algiin
modo, un factorial. Pero el gas en una pieza o una galaxia contienen una gran cantidad de
particulas, y seria entonces, deseable, disponer de una expresion asintética para N!, cuando
N es muy grande. Ademas, el cadlculo numérico de un factorial de tal magnitud involucraria
una cantidad de recursos computacionales excesiva, y ésta es otra razén por lo cual dicha
aproximacion seria interesante.
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Dicha aproximacion se conoce como formula de Stirling, y a continuaciéon damos una idea
de la demostracién.
Deseamos encontrar una expresién asintética para I'(z) para « grande. Consideremos

F(z+1) :/ te”! dt:/ ettt
0 0

Con el cambio de variables t = x + r/x, obtenemos

T(z+1) = / "M@ ArVE) —E Ve S gy
V3

Para x grande, se tiene
r r?
In(z+ryr)=hz+h(l+—) —hno+-—=——+--
De este modo,

P(ZE+ 1) /00 exlnx—&—rﬁ—ﬂ/Q—z—rﬁ\/EdT

T—00 7\/5

— exlnx—z\/}\/ 6—7‘2/2 dr
Ve

& 2 7\/5 2
= 2% "\/x (/ e "2 dr —/ e /2 dr)

— 2% x (\/% — 0) )

T—00

obteniendo asi la formula de Stirling:

I'z+1) — 2% *V2mzx (8.20)

T—00

Con mads trabajo es posible encontrar la expansién asintética de I'(z + 1):

1
I'(z+1) — 2% *V2mzx (1 +—+ (8.21)

00 12z 288x2+"')'

Con la ayuda de la férmula de Stirling encontraremos una forma alternativa de definir la
funcion Gamma, pero sélo mostraremos un sentido de la demostracion. Directamente de la
formula de Stirling, para un x fijo y con y — oo,

Da+y) (x+y)"re oty (1+2) e
~Yy - € )
Y

~Y

I'(y) yve Yy/2my

pero como
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se tiene

x4y
ry) 7

Por otro lado, si n € N, entonces

Fz+n) (@+n-1)(z+n—-2)---(z
['(n) (n—1)(Mn-2)---

_<1+nf1) (1+nf2>-~<1+§)xr(g;).

Si en la ecuacion anterior se toma el limite n — oo resulta que

n® ~ (1+nf1) <1+ni2>~~(1+§>xf(x),

+ 1)zl (z)
1

es decir,

1 T T
— ~ (1 14— 1 - )
) z(1+ z) (+n—2)(+n—1)n ., N — 00

Recordando que la constante de Euler-Mascheroni 7 se define como

, 1
7= lim (Z ~—In 5) = (0.577215664901 ... ,

n=1

vemos que

1 1
% — ezl e*m(Hi*'”*ﬁ)*W ’

T T T T
(1 a3 |1 Ta-1
<+n_2)e <+n—1)6

Asi, se obtiene la representacion de Weierstrass de la funcion Gamma:

de lo cual resulta que

(SIS

1 o
e ~ e’ (1 +x)e T (1 + g) e

1

m :erH (1—1— f) e n

n
n=1

8.6. Otras funciones relacionadas

109

(8.22)

(8.23)

Hay muchas otras funciones relacionadas con la funcion Gamma, y que aparecen también

en ciertos problemas fisicos. A continuacion revisamos algunas de ellas.

1. Funcion digamma:

F(z)= di; In(z!) ,

donde entendemos que z! =T'(z 4+ 1).

(8.24)
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De la representacion de Weierstrass (8.23)) se obtiene que

—InT(z) zlnz+7z+§: [ln (1+%> — i] :
n=1

n

Derivando la ecuacién anterior es claro que

T ()

o bien
I"(z+1) 1 = /1 1
T(z+1)  z+1 _%L; n zt+l+n
(1 1
(o)
es decir
z
=— _. 8.25
P =3 (8.25)
Del resultado anterior es claro que F (z) tiene polos en z = —1, —2, ..., con residuo 1.

Funcion poligamma: Es la m-ésima derivada de la funcién F:

dmtt - 1
(m) _ _ (_1\ym+1
F(z) = dzm+1 In(z!) = (=1)"""m! §:1: (z+n)mtt (8.26)
Observemos que
FO0) = (=)™ m!¢(m+1), m=1,23..., (8.27)

donde la funcién zeta de Riemann se define como

((s) = —, s>—1. (8.28)

Funcion Beta incompleta:
B.(p,q) :/ 11— )1t Rep>0,Req>0y0<z<1. (8.29)
0

Claramente
Bm:l(pa Q) = B<p7 Q> .
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4. Funciones Gamma incompletas:

~v(a,x) = /Ox ettt Re(a) >0, (8.30)
y
[(a,z) = /OO e 't dt . (8.31)
Se tiene
v(a,z) +I'(a,z) =T(a) . (8.32)

Se puede mostrar (ejercicio) que, para todo n € N,

y(n,z) = (n—1)! (1 e i %) , (8.33)
F(n,z) =(n—1le ™y — . (8.34)

5. Integrales de error:
erf(z) = 2 /Z eV dt (8.35)
VT Jo ’ '
2 o
erfe(z) =1 —erf(z) = ﬁ/z et dt | (8.36)

Con un cambio de variable simple podemos escribir las integrales de error en términos
de las funciones Gamma incompletas:

exf(z) — %7 (% z2) | (8.37)
erfe(z) — %F (%,f) | (8.38)
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Capitulo 9

Transformada de Laplace

versién 5 octubre 2009

Una de las ventajas del definir la transformada de Fourier es ser capaces de convertir
ecuaciones diferenciales en ecuaciones polinomiales, convirtiéndolas en un problema mas sen-
cillo de resolver. Sin embargo, la existencia de la transformada de Fourier esta garantizada
sOlo para funciones de moédulo integrable, i.e., en particular deben anularse en infinito. El
concepto de distribuciones, sin embargo, nos permitio extender la transformada de Fourier a
funciones de crecimiento lento. ;Serd posible extender el concepto aun mas, a funciones de
crecimiento exponencial? No es una pregunta gratuita, ya que de hecho son muchas las situa-
ciones en que la solucién a una ecuacién diferencial crece exponencialmente en infinito (por
ejemplo, problemas de inestabilidad). El camino ello serd definir una nueva transformada, la
transformada de Laplace.

9.1. Definicion

Definicién 9.1 Definimos la transformada de Laplace de una funcion f(t) por

C{f(t),s}:F(s):/Oooe_Stf(t)dt seC. (9.1)

Notamos que s es un nimero complejo arbitrario. De hecho, si es un nimero imaginario
puro, se reobtiene (salvo por el limite de integracién) la transformada de Fourier. El “exten-
der”, entonces, la transformada de Fourier al caso en que la “frecuencia” no es puramente
imaginaria es la clave de todo, ya que nos damos cuenta de que si s tiene parte real, el
decaimiento de la exponencial puede compensar un eventual crecimiento exponencial de f,
logrando que el integrando sea modulo integrable y la integral exista. La siguiente definicion
y las proposiciones que le siguen formalizan esta idea.

Definicién 9.2 Una funcion f : [0, 00) L, C es de orden exponencial si f(t) es seccional-
mente continua y derivable en 0 <t < 0o y

| f(t)| < Ae®™ Vt>0 A, so€R. (9.2)

113
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Proposicién 9.1 Sea f un funcién de orden exponencial. Entonces la transformada de La-
place, L{f}, existe en el semiplano Re[s] > s.

Demostracién

[e.o]

|5{f}|=‘/O e‘“f(t)dt‘S/O }e‘stHf(t)ldtgA/O et | et dt

= A/ | et tmlslt | e~ (Relsl=so)t gy — A/ e~ (Belsl=s0)t gt < 50 V¥ Re[s] > sq .
0 0

q.e.d.

Proposiciéon 9.2 La integral fooo e s f(t)dt converge uniformemente para todo s tal que
Re[s] > s1 > so.

Demostracién Si e > 0, afirmamos que existe M (¢) independiente de s tal que

< €.

M o)
‘F(s)— /0 dte“f(t)‘:‘ /M dt e (1)
En efecto,

‘ / dte‘“f(t)‘ﬁ / dt [ f(1)] < / dt Ae~'(Relsl=s0)
M

M M
< / dt Ae~temm0) — A Meiso) o

M 51— S0

donde la ultima desigualdad se satisface escogiendo

M > ! lnL(A ]

51— So S1 — 80)

q.e.d.

Proposicién 9.3 F(s) es holomorfa (analitica) en Re[s] > s; > sg, es decir, la derivada
F'(s) existe en dicho semiplano.

Demostracion En virtud de la convergencia uniforme, podemos pasar la derivada dentro
de la integral:

F'(s) = —/O e S f(t) dt:/o %e—stf(t) dt = —/ e Stf(t)dt

0
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luego

| F'(s)] §/ e [t f(t)] dtSA/ telso=s)t g
0 0

y la dltima integral existe (es finita), independiente de s.
q.e.d.

En general, existe

F(s) = /Om(—t)"f(t)e—st dt . (9.3)

Proposicion 9.4
lim F(s)=0. (9.4)

Re[s]—o0
Demostracién

lim et f(t) dt = / f(t)e—“m[slt( lim e—Re[Slt> dt=0.
0

Re[s]—c0 J Re[s]—o0

q.e.d.

Notemos, como consecuencia de esta proposicién, que 1, s, s? o cualquier polinomio, no
pueden ser transformadas de Laplace de ninguna funcién. Si pueden serlo, en cambio, 1/s o,
en general, funciones racionales con el grado del denominador superior al del numerador.

Ejemplo Sea f(t) = cosat.
= I . A
L{cosat,s} = / e ' cos(at) dt = 5/ e (e + e dt
0 0
1 1 1
=3 < + ) (si Re[s] > 0)

2\s—1a s+1ia
S
a? + s2

Recordemos que la transformada de Fourier de un coseno esta relacionada con la delta de
Dirac, y por lo tanto no existe como funcion, sino sélo como distribuciéon. En cambio, bajo una
transformada de Laplace no hay ningtin problema, el resultado es una funcién completamente
razonable.

9.2. Inversion de la transformada de Laplace

Sea f una funcién de orden exponencial, tal que f(¢) = 0sit < 0. Sean F(s) = L{f, s}
y 0 > sy. Observemos que

g(t) = f(t)e™" (9.5)
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/ lg] < oo,

luego la transformada de Fourier de g(t) existe. Se tiene

Flatiu) = o= [ “atear = —— [ st a

Flg(t),u} = \/% C{f(t), 0 —iu} . (9.6)

Usando el teorema de reciprocidad de la transformada de Fourier:

es mddulo integrable:

g(t) = \/%/ }_{g(t),u}e—iut du = %/ L{f o— Z'u}e—iut du .

Con el cambio de variable s = o — iu,

7 o—ico e—at o+i0co
o) =5 [ttt = S [T g setas
T/, i

tioo 271 —ioco

Finalmente

o+i00
F(t) = / C{f,s}e ds | (9.7)

210 J o —ioo

Por lo tanto, si la transformada de Laplace de una funcién f(t) estd dada por

F(s)zﬁ{f(t),s}z/ooof(t)eStdt, Res > s,

entonces f(t) viene dada por la antitransformada de Laplace:

o+i00
ft)=LHF(s),t} = L/ F(s)e* ds , o> 5. (9.8)

210 J o oo

La expresion se conoce como la integral de inversion de Mellin.

Observamos, entonces, que hemos tenido que pagar un par de costos al extender el concep-
to de transformada a funciones de orden exponencial. Primero, la transformada de Laplace,
a diferencia de la de Fourier, que existe para todo el eje real, no existe en todo el plano
complejo. Y ahora encontramos que la transformada y su inversa no tienen la misma forma
(en el caso de la de Fourier basta cambiar un signo).

Notemos que o debe ser mayor que sg, para asegurar que estamos en la regién en que
la transformada existe. Pero aparte de eso, o es arbitrario. ;Cémo es posible que la integral
de Mellin [igual a f(t)] sea independiente de o7 Para verificarlo, necesitamos la siguiente
proposicion:

Proposicién 9.5
lim F(s)=0. (9.9)

Im[s]—+oo
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Demostracion Sea s = sy + iw. Entonces, por ,

L{f,s} = L{f, sr + iw} = V2rF{fe ", —w} — 0,

donde el tultimo limite se sigue de las propiedades de la transformada de Fourier. Luego hemos
demostrado la proposicion.
q.e.d.

Ahora podemos discutir la independencia de o de la integral de Mellin. En efecto, consi-
deremos el circuito de integracién:

Im(s)
B C
M- ——
|
|
\
|
S | 01 Oz
| Re(s)
|
|
\
-M = I
A D

El contorno ABC'D no encierra singularidades, y las integrales a lo largo de CB y AD se
van a cero cuando M = Im[s] — oo [ver (0.9)]. Luego, por el teorema de Cauchy,

o1+i00 o9+1i00

/ dse”F(s) = / dse”F(s) , o1, 02 > S,
01—100 09 —100

lo que muestra la independencia en o.

Una consecuencia del teorema de inversion de la transformada de Laplace es que si dos
funciones son distintas, entonces sus transformadas de Laplace también lo son.

Ejemplo Consideremos la funcion escalén de Heaviside

1 +sgn(t)

h(t) .

Su transformada de Laplace es

H(s) = L{h,s} :/ e dt = ! :
0 s
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Observemos que h(t) es de crecimiento exponencial con sy = 0 y, consistentemente, H(s) es
holomorfa en el semiplano Rels] > 0.
Invirtiendo la transformada de Laplace, deberiamos tener

1 1 o+100 1 o
h(t) —,C {— t} %/U_ioo 86 ds .

iSera cierto? Comprobarlo exigira un poco de trabajo al integrar en el plano complejo.

1) t > 0. Consideremos el siguiente camino de integracion:

Im(s)
iR 0+iR
R

o
Re(s)

—-iR o-iR

Sobre los segmentos horizontales:
ets o et(:piiR) o |€tx | ‘ eitR | O_etg
—_ds| = - dz| < dx < >0, t>0.
'/3 g /Oxiin_/O FE R

Sobre el segmento circular, se tiene
z=1Re"”, 0<p<T7.

Luego

T tz up ™ /2
'/—ds ‘/ —fie go’ < / e s gy < 2/ e~ 5t dp .
~ iReiv 0 0

La ultima desigualdad se sigue del hecho de que

Sengozg si0<p<7w/2,

de modo que, sit > 0,

—tRsenp < —th .
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Por tanto,

ts ™2 g 4 .

‘/e—ds SQ/ e_%d¢:—<1—e_%>—>0 t>0.

S 0 tR R—o00

Asi, por el teorema del residuo,
o+ico ts ts
/ e ds = 27rz'e— = 2mi
o—100 S § s=0
vale decir
h(t)=1, t>0.

11) Sea t < 0. En este caso es facil convencerse, a partir de lo visto en el caso anterior, que
el camino de integracién conveniente es:

Im(s)
iR o+iR
R
(4]
Re(s)
r
-iR o-iR

Y en tal caso,
o+i00 _ts ts
e e
/ —ds= | —ds=0,
g

_ico S r S

pues no hay polos dentro del circuito de integraciéon I'. Entonces

h(t) =0, t<0.

1) Caso t = 0.
La integral queda simplemente

r=R

o+iR ds r
/ — =In(o +ir) = In(Vo? 4+ r?) 4 tarctan (—)

—iR S r=—R o

r=R
i,

r——R R—o0
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de modo que

Por lo tanto, al invertir la transformada de Laplace hemos reobtenido la funcién escalén
de Heaviside h(t).

9.3. Propiedades de la transformada de Laplace

En lo sucesivo, el simbolo o———e significara “tiene como transformada de Laplace”.
Ademés, f(t) y g(t) seran funciones de crecimiento exponencial, con f(t) = g(t) = 0sit < 0.
Finalmente, definimos F(s) = L{f, s} y G(s) = L{g, s}

1) Sia, b e C, entonces
af(t) + bg(t) —e aF(s) + bG(s) .

(La transformada de Laplace es lineal.)

2) Si a > 0, entonces

flat) o——e éF (2) .

3)

/0 f(t’)dt’o—-éF(s), Re(s) > sp .

Demostracion

E{/Otf(u)du,s} :/Oooe_St/Otf(u)dudt.

Integrando por partes,
t
[
0

c {/Otfm) du,s} _ —ej

RO Y e 1
- P dt = ~F(s) .
+/ e f(t)dt = —F(s)

f'(t) o——e sF(s) — f(0) , Re(s) > s .

Demostracion Integrando por partes:

L{f. s} = / TPy de = e f (1)

o0

—i—S/OOOeStf(t)dt:sF(s) — f(0) .

0

Anélogamente,

FOE) oo 8" F(s) = 5" F(0) = " 2F(0) =+ = 7 0(0)
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5)
t"f(t) o——e (=1)"F™(s) .

6) Desplazamiento en el eje t. Sea 8 > 0. Entonces

f(t—p)o——ecPF(s).

7) Desplazamiento en el plano s. Sea ¢ € C. Entonces

e’ f(t) o—e F(s—c) .

Demostracién

L{eF(t), s} = /0 ettt {1y di = Fs — )

8) Convolucién. De la definicién de producto de convolucién, y puesto que f(t) y g(t) son
nulas si sus argumentos son menores que cero, se sigue que

)= o)~ | Flt— wg(u) du

Y se puede mostrar que
fxg(t) o——0 F(s)G(s) .

Demostraciéon Ejercicio.

Todas las propiedades anteriores son analogas a las correspondientes propiedades de la
transformada de Fourier, con la excepcién de[4)), pues la derivada se convierte en un polinomio
mas un término extra, dado por el valor de la funcién en el origen.

9.4. Lista de transformadas de Laplace

Se supone en lo que sigue que todas las funciones que aparecen a la izquierda del simbolo
o——e son tales que f(t) =0sit < 0.

a)

[V I VAR e
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b) Sea a > 0.
ﬁa _ Oo—stad_ ]' Oo—uad_r(a+1)
{t*, s} = i e 't t—sa“ ) e Ml du = —
Luego
o 1
t 0—08a+1F(&+1), a>0
N n!
t O_.5n+1’ n=20,1,2
1/«
to—eo —,/—
25\ s
c)
ct 1
e’ o——e , ceC
s—c
n ct ’I"L'
t'e O—QW
En efecto,
1
L{e* s} = L{e" 1,8} =L{1,s—c} = ,
s—c¢
Y |
n ct _ n ct (”)_ n:
L{t"e", s} = (=1)" [L{e”, s}] " = G
d) Sis>0,w>0,
S
$° +w
senwto—o%
st w
]' at —at - I1 1 ]'
2(@ e 2(s—a+s+a>
S
cosh(oaf)o—os2_a2 aeR
«
senh(at) o——e o
e)
e " cos(wt) o—e %
(s+7)°+w

e Msen(wt)o—e ———
(1) (s +7)? +w?
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f)

(v +35)° —w?
[(s+7)% + w??

2w(y +3)
(s +7)? + w?

te™ " cos(wt) o—e

te " sen(wt) o——e E

g) Sise desea encontrar la antitransformada de una funcién racional P(s)/Q(s), con el grado
de P menor que el grado de @), la estrategia serd descomponerla en fracciones parciales,

de la forma
(s —c)n

Por ejemplo, de este modo podemos mostrar que

as?® + bs + cw? a—c a+bt+c
—o tcos(wt) + ————senwt .
(s2 + w?)? 2 2w

h) Sea ¢(t) la funcién escalén desplazada en t, hacia la derecha:
1
at) = h(t —to) = S[1 +sen(t —to)] . t0>0.

Entonces, de las propiedades de la transformada de Laplace,

—t051

q(t) = h(t — tg) o0—ee .

Entonces

q(t)" = 0(t — tg) o—e sL{q(t),s} — q(0) = se_tosé —0=e "%,

Suponiendo entonces que es licito evaluar la transformada de Laplace de distribuciones,

tenemos que
§(t — tg) o——e e 105
8 (t —tg) o—e se0°

5 (t — tg) o—o 5" 108
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Capitulo 10

Aplicaciones de la transformada de
Laplace

versién 1 octubre 2007

La transformada de Laplace introducida en el Capitulo anterior tiene algunas ventajas
respecto a la transformada de Fourier (Cap. [3)).

En primer lugar, al igual que la transformada de Fourier, nos permite convertir ecua-
ciones diferenciales en ecuaciones algebraicas (propiedad , seccion , con una diferencia:
se requiere el valor de la funcién en un punto dado. Si la funcién es conocida, esto no es
problema, pero jqué pasa si la funcion es desconocida? Esto es precisamente lo que ocurre
cuando intentamos resolver una ecuacién diferencial: no conocemos la solucién. ; Significa eso
que tenemos un problema autoconsistente, y no podemos calcular la transformada de Laplace
de su derivada? Observemos que, fisicamente, resolver una ecuaciéon diferencial no es simple-
mente encontrar una solucién general de ella, sino aplicar a ésta sus condiciones iniciales o
de borde, segin corresponda. Sélo entonces la solucién de una ecuacion diferencial es tnica,
y correspondera a la solucion del problema fisico especifico en cuestion. Cuando usamos una
tranformada de Fourier, por ejemplo, una vez que resolvemos la ecuacion polinomial para la
transformada, y luego la invertimos, lo tinico que hemos logrado es encontrar una solucién
general. Ain hay que aplicar las condiciones iniciales o de borde, lo cual significa resolver
nuevas ecuaciones. Con la transformada de Laplace, sin embargo, ello no es necesario: simple-
mente al aplicar la transformada a la ecuacién diferencial, aparecen las condiciones iniciales
explicitamente. Nunca tuvimos un problema autoconsistente; lo tnico que necesitamos es
la misma informacién que hemos requerido siempre. Mas aun, una vez que se invierta la
transformada, tendremos de inmediato la solucion al problema fisico.

Lo anterior no es solamente una economia de recursos. Tiene mucho de implicancias fisi-
cas. En efecto, recordemos que la transformada de Laplace es una integral entre 0 e infinito.
Matematicamente, ello se justifica porque sélo podemos asegurar convergencia de las integra-
les en dicho dominio. Pero, por otro lado, significa que el comportamiento de la funciéon para
t < 0 es irrelevante. Por ejemplo, las transformadas de la funcién escaléon de Heaviside y de
f(t) = 1 son ambas iguales a 1/s. Lo cual, considerado fisicamente, significa que la evolucién
de un sistema esta dada solamente por la ecuacion que lo gobierna, y sus condiciones iniciales,
no toda su historia anterior.

125
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En todo caso, uno podria argumentar que los puntos anteriores son més bien secundarios,
ya que resolver una ecuacion diferencial via transformada de Fourier o de Laplace deberia
arrojar el mismo resultado. Un aspecto nada de secundario, sin embargo, es que, mientras la
transformada de Fourier solo se puede aplicar a funciones que decrecen rapidamente a cero
(funciones en S), o a lo sumo a funciones de crecimiento polinomial (es decir, funciones que
tienen asociadas distribuciones temperadas), la transformada de Laplace estd bien definida
incluso para funciones de crecimiento exponencial. Puesto que en general una inestabilidad
de un sistema fisico esta caracterizada por alguna variable que crece exponencialmente, no
estd garantizado que el formalismo de transformada de Fourier dé resultados con sentido en
estos casos. Asi, la transformada de Laplace no es sélo un formalismo alternativo, sino que
en ocasiones puede ser el inico adecuado.

A continuacién expondremos algunos ejemplos de empleo de la transformada de Laplace
para resolver algunos problemas matematicos o fisicos. En particular, estos ejemplos permiten
ilustrar, por un lado, la utilidad de incorporar inmediatamente las condiciones iniciales al
aplicar la transformada a ecuaciones diferenciales, y por otro, que tanto las soluciones de
dichas ecuaciones como las ecuaciones mismas pueden contener términos exponencialmente
crecientes, situacion que impediria el empleo de transformadas de Fourier.

10.1. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes

1) Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales:

d*y
—= —y=1 0)=0, y/(0)=1.
72 , y(0)=0, y'(0)

Para resolverla, aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion:

d?y
2J _ —r1
E{dﬁ’s} L{y,s}=LA{Ll, s},

donde interpretamos la funcién constante 1 como 1 para t > 0 y 0 para t < 0. Evaluamos
la transformada de la segunda derivada, usando las propiedades enunciadas en el capitulo
anterior.

L {%,3} =52 Y (s) —sy(0) — ¢/ (0) =s*Y(s) — 1,

donde Y (s) = L{y, s}. Usando lo anterior en la ecuacién diferencial tenemos

1
Y (s) —1—=Y(s) =~
S
1 s 14+ s
2 _)Y(s)=-+2=
()Y (s) = -+ 2=
s+1 1 1 1 1 1
Y = — — —
(5) s s2—1 ss—1 s—1 s
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Retransformando,
y(t)=¢e" —1.

2) Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales:

d2
d—tg—yzt, y(1)=a, y(2)=0b.

Encontremos la solucién para y(t). Primero hacemos el cambio de variable x = ¢t — 1 con
u(z) = y(t), de esta manera la ecuacién nos queda

d*u
@—u—x%—l uw(0) =y(1) =a, u(l)=0.
Aplicamos la transformada de Laplace. Definiendo £ {u, s} = U(s) y «/(0) =+, tenemos
1 1
s2U(s) — su(0) —u/(0) — U(s) = = + B
1+s

(s* = 1)U(s) = as +v +
as ol 1
52—1+52+1+32(s—1) '

U(s) =
Retransformando,

u(r) = acosh(z) + vysenh(z) + L7 {ﬁ m} .

Haciendo notar que

Ceas sy 11
E{/O e dx,s}—sﬁ{e,s}—ss_l

x x! . 1 x , 11 1 1
L /dx’ e’ da sy ==L /ex de' sy = - = — ,
0 0 s 0 sss—1 s%(s—1)
se tiene
—1 //_ T x/—l /: x_l_ ‘
L {323—1 } /d:v/ " da /(e ydz' =e x

u(z) = acosh(z) + ysenh(x) +e* — (1 4+ x) .

Finalmente

Expresando la solucion en la variable original,
y(t) = acosh(t — 1) + ysenh(t — 1) +e'™ 1 —t.
Comprobamos la condiciéon inicial:

y(1) = acosh(0) + ysenh(0) + ¢ — 1,
y(1)=a+0+1-1=a.
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Para determinar v = «/(0) usamos y(2) = b:

y(2) = acosh(1l) +ysenh(l)+e—2=10

7_2+b—e—acosh(1)

senh(1)
En general, la ecuacion diferencial
d? d
Slt) + aca(t) + Ba(t) = F(DA(L)

donde h(t) corresponde a la funcién escalén de Heaviside, tiene por solucién:

+ic0+0
o) = L6ty = [ dsetes).

100+0

con

1

£(s) = LAx, s} = JER——

L{f(t),s}+ (a+s)z(0) +2'(0)] .

10.2. Ecuaciones integrales

Sea la ecuacién integral para f(z)

ola) =\f@) + [ Fa) Ko~ a)da (10.1)
0
donde g(z) y K(z) son funciones dadas. Busquemos la solucién aplicando la transformada

L{g(x),s} = ALAS (), 57 + LAS * K(x), s} = AL{f(x), s} + L{f(2), s} L{K(2), s}
Despejando,

L{g(x), s}
L@ st = 32 R @)1

(10.2)

Retransformando se obtiene f(x).

Como ilustracién de situaciones fisicas que involucran ecuaciones integrales revisaremos
el problema de la tautocrona: una particula de masa m resbala, sin roce, sobre una curva
bajo el efecto de la gravedad. Queremos la forma de la curva de modo que el tiempo que se
demore la particula en “llegar abajo” sea independiente del punto de lanzamiento.

A

\ Y% ig

Sy
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Debido a la conservacion de la energia se satisface para todo y

1
§mv2 = my(yo —y)

v = VIV,

donde yq es la altura inicial. Podemos evaluar el tiempo de descenso

ds lds e 1
- — d
/ /0 ody dy = / F(w) (o o Y,

donde hemos definido f(y) = ds/dy. Con este resultado podemos escribir la condicién de que
la curva sea tautécrona de la siguiente manera:

Yo
/ FW) (o —y) Y2 dy = Cy, constante independiente de yq.
0

Esta ecuacién integral es de la forma (10.1]), con A = 0, g(z) = Cy y K(x) = 2~'/2, por tanto
tiene solucion de la forma ((10.2)):

LU =

Sabemos que

l
L {:1: 5} = 2
luego
C’o \/5 Co 1
LA{f(x), s} = =T
ST TQ)Vs
Retransformando,
ds Co  _1p —1/2
fly)=—= yP=Cy
dy  [P(3)]?
A partir de
ds® = da® + dy”
despejamos

2
dr = +/ds?> — dy? = \/(Z—id@/) —dy? |

() oo [ ] o

Como conocemos ds/dy, tenemos

dx = {— - 11 v dy . (10.3)
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Haciendo el cambio de variable

2
y = C?sen? (%) = % [1— cos(@)] .
Diferenciando,
02
dy = —sen¢pdo .

2
Reemplazando en ([10.3]) obtenemos

1/2
dr = [csc2 (g) — 1] %2 sen ¢ do

dx = cot (?> 0—22 sen (é) cos (?> do
2/ 2 2 2

2 of® c?
dx = C* cos 5 do = 7(1 + cos @) do .
Integrando esta ultima ecuacién y agregando el cambio de variable podemos expresar la curva
resultante en forma paramétrica:

-

02
y = 7(1 —cos ) .

Esta es la ecuacion de una cicloide.

10.3. Ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos la ecuacion unidimensional de conduccién del calor
0282u($,t) _ Ou(a,t)
0x? ot 7

donde u(x,t) corresponde a la temperatura en la posiciéon x y a tiempo ¢. Elegimos, por
simplicidad, la constante ¢*> = K/op = 1, donde K es la conductividad térmica, o el calor
especifico y p la densidad.

El problema especifico a abordar es el de una varilla seminfinita con condicién inicial
u(z,0) =0, Ya > 0, y condiciones de borde u(0,t) = A y u(oo,t) = 0.

Si tomamos la transformada de Laplace respecto de x en , encontramos que la
transformada de u debe satisfacer la siguiente ecuacion:

ou

S2LA{u(x,t), s} — su(0,t) — g(o,t) =L {%,3} .

La anterior ecuacién resulta no ser de coeficientes constantes, ademads, es inhomogénea y
uno de sus términos, du/dx(0,t) no lo conocemos, asi que la solucién no es directa. Pero si
tomamos la transformada de Laplace respecto a t de la ecuacion de conduccién, y definiendo

Ux,s) = LA{u(z,t),s} = /000 e *u(z,t)dt

(10.4)
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obtenemos
02U (x, s)
0x?
Utilizando la condicién inicial u(z,0) = 0, nos queda una ecuacién diferencial en donde s es
un parametro,

=sU(x,s) —u(z,0) .

0*U(z, s)

52 —sU(z,s) =0,

con solucion
Ulz,s) = Cre®™V® + Che V5 .
Aplicamos la transformada de Laplace sobre las condiciones de borde:

L{u(oco,t),s} =U(oo,s) =0=C, =0,

L{u(0,t),s} =U(0,s) :£{A,5}2§:>C’2:§.

La solucién es
A
Ulz,s) = —e 2V° | para Re[s] > 0.

Retransformando,

Evaluamos, primero,

1 o+ico
L1 {e‘x‘/g,t} = 2—/ eSte™™V5 ds
T ),

—100

Usando el cambio de variable z = /s, el camino de integracién se modifica como muestra la
figura:

Alm[ Z]
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y la integral nos queda

2
L1 {e‘x‘/g,t} =5 / ete ™ dz
™ Jr

Para efectuar la integral, cerraremos el contorno de integraciéon como indica la figura (tramos
[-II-ITI-IT-T-T7). Analicemos la integral sobre los tramos que cierran el camino, partiendo por

el tramo I:
1 22t—zx 1 = N2, (140) 2y t—(1+4)yz
—| [ ze dz =— (1+414)%ye v YT dy
™1 =(1+i)y T IJR
2 o0
g—/ ye " dy —— 0 .
T Jr R—o00
El tramo II:
1 2 1] (B e
- / ~e? t—zx dz —— / (ZR + y>€(1R+y) t—(iR+y)x dy
T\ Ju z=iR+y T 1Jo
1 (R 2_ g
§—/ [iR+y | mvr gy
™ Jo
6_R2t R 2
< \/§R/ eV YT dy
m 0

El integrando f(y) = e¥’*"%* es acotado en el intervalo [0, R], siendo su maximo f(0) = 1
6 f(R) (dentro del intervalo hay sélo un punto con derivada nula, y = x/2, y resulta ser un
minimo). Si R es suficientemente grande, el maximo es f(R). de modo que podemos escribir

1 2 €7R2t R 2
- / ~e? t—zzx dz < \/§R/ GR t—Rx dy
T Ju 2=iR+y T 0
e—Rx
= V2R? —— 0.
m R—o0

Notamos que dentro del circuito no hay polos, entonces al utilizar el teorema del residuo
podemos concluir que la integral sobre el circuito cerrado es nula. Ya hemos demostrado que
las integrales sobre los tramos I y II tienden a cero cuando R — oco. En forma equivalente
se puede mostrar que se anularan, en el mismo limite, las integrales sobre los tramos I’ y II".
Por lo tanto, la integral sobre el camino I' mas la integral sobre el tramo III deben cancelarse
en el limite R — o0, o lo que es lo mismo, la integral sobre el camino I', que es la que nos
interesa, es igual a menos la integral sobre el tramo III. Parametrizamos por z = iy, y nos
queda

1 2 1 > 24 xr 1 2
ﬁ_l {e—x\/g’t} — _/ e? t—zxz dz = - e Y t—iyx dy = e /At ‘
T Jin T J oo yay 2/ t3/2
Podemos escribir la solucién

(z,t) = A L L e gy
e, t) = 0 Qﬁt/?)/Qe :
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Hacemos el cambio de variable o® = z%/4t', lo que implica dt' = —x?/2a3da, y obtenemos
finalmente

2A © 2 xr
— e da=A|1—erf| — )

10.4. Sistema de ecuaciones lineales

u(z,t) =

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Yo+ 25+ —yo =25,
21 + 1o = 25¢"

con condiciones iniciales 31 (0) = 0 e yo(0) = 25. Apliquemos la transformada de Laplace, con
las definiciones

Y1,2 =L {y1’2(t), 5} .

Obtenemos para el sistema:

25
sY1 — y1(0) +2sYs — 2¢5(0) + V1 — Yo = ~
25
2sY7 —2y1(0) + Yy = )
s—1
Usando las condiciones iniciales,
25
sY1 +2sYy —50+Y, =Yy = — |
S
25
28Y1 + Yé =
s—1
Despejando,
25 25 9 5 16
Y — = — — — .
1(s) I 1P+ 1/8) s s—1 (5=12 (+1/4)
Retransformando,
yi(t) = 25 — 9¢' + 5te! — 16e7* .
Anéalogamente

ys(t) = 33et — 10te! — 8e~ /4 .
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Capitulo 11

Polinomios ortogonales

versién 1 octubre 2007

En cierto sentido, en los capitulos anteriores no hemos hecho otra cosa que desarrollar
estrategias para resolver el problema general de escribir las soluciones de una ecuacién dife-
rencial en una determinada base. Si la funcion esté definida en un intervalo finito, dicha base
es discreta y la solucién se puede escribir como una serie de Fourier. Si se necesita una solu-
cién en todo el eje real, la expansiéon se convierte en una transformada de Fourier. Luego nos
enfrentamos al problema de que hay todo un conjunto de funciones que pueden ser soluciones
a problemas fisicos, pero para las cuales no existe la transformada de Fourier, o a las que no
se les puede aplicar un operador diferencial: funciones discontinuas, o funciones divergentes
polinomial o exponencialmente, por ejemplo. Sin embargo, es posible, gracias a los conceptos
de distribuciones y transformada de Laplace, aplicar a dichas funciones los mismos forma-
lismos que para funciones “bien comportadas”, diferenciables y modulo integrables. Como
sea, mirado globalmente, los capitulos anteriores nos han permitido desarrollar y generalizar
la idea de que las soluciones de una ecuacion diferencial se pueden expandir como funciones
“oscilatorias” (aceptando que la frecuencia puede no ser puramente real).

En este capitulo, y los que siguen, desarrollamos un segundo tipo de estrategia: expandir
funciones en una base de polinomios. Desde luego, ya conocemos una tal expansion, la serie
de Taylor. Sin embargo, veremos que en absoluto ésta es la inica posibilidad. Existen infinitos
modos de expandir una funcién en polinomios, y qué expansién sea la “adecuada”’ depen-
derd del problema fisico en cuestion, es decir, de las ecuaciones diferenciales que lo rijan, y las
condiciones de borde. Primero, en este breve capitulo, revisaremos algunas propiedades ge-
nerales sobre polinomios ortogonales, para luego, en los capitulos siguientes, revisar diversos
casos particulares de interés para la Fisica.

11.1. Definiciones

Definicién 11.1 Sean f, g € C[a,b] y sea p(x) > 0 continua en el intervalo [a, b]. Definimos
el producto interno de f y g con funcién de peso p de la forma siguiente:

(f.9) = / £ (@)g(@)p(e) de . (11.1)

135
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Definicién 11.2 Sean {P,(x)},.yo un conjunto de polinomios reales, donde P,(z) es un
polinomio de grado n. El conjunto {P,(x)}, .y forma un sistema ortogonal de polinomios

con la funcién de peso p(x) si
(P, Pp) = OpmAm . (11.2)

11.2. Teoremas

Teorema 11.1 Sean {F,(x)}, o polinomios ortogonales en [a,b] con la funcién de peso
p(z). Sea @ un polinomio cualquiera de grado k. Entonces P, (z) es ortogonal a @ si n > k.

Demostracién Escribamos el polinomio Qx(z) como sigue

Podemos escribir los ¥ como combinacién de los polinomios P, (x),
v
v v
¥ = E b,P.(x), con b, o (z,P,) ,
pu=0

por lo tanto,

q.e.d.

Teorema 11.2 Los ceros de los polinomios ortogonales son reales y simples.

Demostracién Consideremos el polinomio P,.1(x) que tiene n + 1 raices. Por el teorema
anterior

b
(@uPot) = [ Qio)Pr@p(@) de =0 V<.
Supongamos que P,,1(x) no tiene raices reales en [a, b]. Al considerar Q) = 1 obtenemos
b
/ 1 X Pyyq(z)p(x) de #£0 .

Esto contradice lo anterior, lo que significa que P,; tiene por lo menos una raiz en [a,b].
Sea « esa raiz. Podemos factorizar P,;; como

Fua(z) = (# = a)Sn(z).
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Sin > 1 se debe tomar Q = (x — a), y como por un lado debe cumplirse
<Pn+1,a:—a> =0 )
y por otro lado, de (11.1]),

b
(Prvo—a) = [ (o= aPS,@pla) do £0

si S,(x) no tiene una raiz en [a, b], hay nuevamente contradiccién. Por lo tanto, S, (x) tiene
por lo menos una raiz en [a, b]. Siguiendo con este procedimiento encontramos que P, ()
tiene n + 1 raices reales.

Nos falta demostrar que las raices son simples. Sea x = « una raiz no simple, es decir,

Poi(z) = (x —a)"Spy1-m(z) , conm > 2.

Sim es par, sea Q(z) = S,11-m(2).

Si m es impar, sea Q(z) = (z — @) Spt1-m().

Supongamos que m es impar por simplicidad (si m es par la demostracién es analoga),
entonces

b
(P @) = [ 5= 0)"Sran(o)(o = )S () o) d

- / (:I: o a>m+1 [Sn+1fm(x)]2 p(;L‘) dx 7£ 0 )

distinta de cero porque cada factor de la funcion subintegral es positivo, en los dos primeros
casos por ser las potencias pares y en el ultimo por definicién de p(z). Por otra parte,
grado[Qr(z)]=n+1—-—m+1=(n+1)—(m—1) <n+1, luego

<Pn+17Qk:> =0,

lo cual contradice el resultado anterior. Por lo tanto, las raices deben ser simples.
q.e.d.

Teorema 11.3 Teorema de unicidad (sin demostracién)
Si{P,(2)},eno ¥ {@n(®)},,cno s0n dos conjuntos de polinomios ortogonales que satisfacen
la misma relacién de ortogonalidad en [a, b], entonces son iguales. Es decir, si

b b
/ By (@) Pr(x)p(x) do = / Qn (2)Qm(2)p(x) dv = Po(x) = Qn() .

11.3. Relacién de recurrencia

Sea {P, ()}, cpo un conjunto de polinomios ortogonales. Se tiene
Po(z) = apz™ + b2 ez i (11.3a)
Poi(2) = ap12"t F b2 2" 4 (11.3Db)
Pn+1 (x) = an+1xn+1 + bn+1xn + Cn+1xn_1 + - (113C)
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Luego se puede escribir

n+1

aPy(x) = Zﬁnjpj(m) = Bnofo + BurPr+ -+ + Bany1 Py
=0
donde, si suponemos adicionalmente que los P,(z) estan normalizados,

b
Bnj = / p(x)r P, (z) P (z) dx = (3;, . (11.4)
Por el Teorema vemos que B,; # 0 sélosin = 7,7 — 1,7+ 1, luego

$Pn(£C) = ﬁn n+1Pn+1(x) + 511 nPn<x> + ﬁn nflpnfl(aﬁ . (115>

Reemplazando (11.3]) en ((11.5) y comparando potencias, obtenemos para los coeficientes

Qa b b 1
ﬁnn—i-l: - ) ﬁnn:_n_ s ) ﬁn—ln:

Qp41 ap Ap+1 Qp

Ap—1

[Bnnt1 Y Bnn se obtienen facilmente de ((11.5)); 5,,_1 , se obtiene simplemente desplazando en
1 los subindices para 3, 11, lo cual permite obtener (3, ,_1 por la simetria ((11.4]).] Reempla-
zando en (|11.5)) estos resultados, tenemos finalmente

bn bn+1 Ap—1

P,a(z) + {— —

Qp, Ap+1

P,i(z)=0 (11.6)

Qp

~2| R +




Capitulo 12

Polinomios de Hermite

versién 20 octubre 2009

En este capitulo revisaremos una tipo particular de polinomios ortogonales, los polino-
mios de Hermite. Introduciremos el concepto de funciéon generatriz, muy 1util para encontrar
relaciones de recurrencia entre polinomios ortogonales y demostrar diversos tipos de igualda-
des que involucran a los mismos, y encontraremos la ecuacion diferencial que satisfacen estos

polinomios, y que resultard ser de interés fisico.

12.1. Definicion

Definimos los polinomios de Hermite por:
2 dn 2

e

Ha(t) = (-1 2

{H,(t)}nen+ son polinomios de grado n. Se tiene que:
(=) = (=1)"Ha(1) ,

es decir, H,, es par si n es par, e impar si n es impar.
Los primeros polinomios de Hermite son:

Hy(t) =1

Hi(t) =2t

Hy(t) = 4t* — 2

Hj(t) = 8% — 12t

Hy(t) = 16t* — 48t% + 12

12.2. Funcién generatriz

Consideremos la funcién

lb(ta@ _ 61526—(15—&:)2 _ 62tm—m2 )

139
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Su desarrollo en serie de Taylor sera:

AL o™
= " A, (t) =
o n(t) ox™
Como 5 5
— = —1
dx Ot —x) (=1,
se tiene 2
2 o" 2d"e”
An(t) = ¢ ~(t=a) —1)" = (—1)"e’ = H,(t
)= e T D = e T = H)
luego
2t$ 22 (124)

n=0
Se dice que e2*~** es la funcidn generatriz de los polinomios de Hermite, vale decir, es
aquella funcion de dos variables tal que su desarrollo de Taylor en una de las variables tiene
como coeficientes precisamente los polinomios de Hermite.

A partir de se pueden encontrar relaciones entre los polinomios de Hermite. La
estrategia para hallarlas (para ésta o cualquier otra funcién generatriz de otros polinomios)
es tipica: derivar parcialmente respecto a alguna de las variables y luego comparar potencias
de x en los desarrollos en Taylor resultantes.

1) Derivando respecto a t:

o

o "

Usando ([12.4)):
OESEH0) PO SEUERES
nl |dt" n! '
n=0 n=0
Reordenando la suma en el lado izquierdo:
— 2H,(t) ntl _ m+1 L
;% nl v )+ Z (m + 1 '
Comparando los coeficientes de las potencias de x en cada serie encontramos:

Hy(t) =0,

1

2H,(t) = n—HH;LH(t) ,

lo cual puede ser reescrito en la forma

2nH, 1(t) = H,(t) , n>0. (12.5)
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Observemos que, si bien sélo tiene sentido considerar polinomios de Hermite con indice po-
sitivo, la expresion puede ser extendida a n = 0, aunque ello haga aparecer un factor
H_. En general, las relaciones de recurrencia que obtendremos pueden considerarse validas
para cualquier indice entero, adoptando la convenciéon de que los polinomios con subindices
negativos tienen algin valor adecuado, por ejemplo, cero.

La relacion expresa un polinomio de Hermite en términos de un operador (en
este caso la derivada) aplicado sobre el polinomio de Hermite inmediatamente superior. Un
operador que tiene tal propiedad se denomina operador de bajada. En este caso, el operador
de bajada de los polinomios de Hermite es (2n)~'d;.

2) Derivando respecto a x:

o
Con :
- Hn(t) n—1 __ - Hn(t) n - HTL(t) n+1
;(n—l)!x _2t;) nl 2; nl
= Hyal) SN 2H() SN 2Ha ()
Z n! xzz n! x_z(n—l)!x

n=0 n=0 n=1

Comparando potencias de x:

Hy(t) = 2tHo(t)
Hyor(t) = 2tH, (t) — 20H,_1(t),  n>1.

O bien
Hyq(t) =2tH,(t) — 2nH, (1) , n>0. (12.6)
3) Podemos utilizar las dos relaciones de recurrencia ((12.5)) y (12.6|) para obtener una tercera:
H, 1 (t) = 2tH,(t) — H, (t) . (12.7)

Hemos pues encontrado el operador de subida para los polinomios de Hermite, a saber,
2t — d;.
Derivando ((12.7)):

H) . =2H,+2tH, — H) .
Con ([12.5)),
2(n+1)H, =2H, + 2tH, — H] |

0 sea,

H) —2tH) +2nH, =0 .

Es decir, los polinomios H,, son una solucion de la ecuacion de Hermite:

y"(t) — 2ty (t) + 2ny(t) =0 . (12.8)
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12.3. Ortogonalidad

Evaluemos
= / Ho (8 Ho()e " dt .
Sin pérdida de generalidad, sea n > m. Podemos escribir

2
dre !

= [0S

Integrando por partes:

. 0 dn—l o
I = (—1) +12m/ Hm_l(t)We t dt .

Integrando por partes m veces:

oo dn—m
I = (—1)m(—1)”2mm!/ Ho(t)ahfwme_t2 dt .
Si m < n, entonces
n+mom, | > e —2 n+maom, | dn—m—l — =
I =(=1)""m2"m! - T © dt = (—1)"""2 ml e N =0.

Sin=m,

I = Z”n!/ e dt = 2"/ .
Resumiendo,

/ Hy () H, (e dt = 2"nl/T6m . (12.9)

Podemos expresar este resultado diciendo que los polinomios de Hermite son ortogonales,
., _ 42
pero con una funcidn de peso p(t) =e " .
Si definimos las funciones

on(t) = H()e (12.10)

V2T

es claro que {¢,}, es un conjunto ortonormal:

/OO Pn(t)pm (t) dt = Gy - (12.11)

o0



12.4. ALGUNOS RESULTADOS INTERESANTES 143

12.4. Algunos resultados interesantes

(a) Es facil demostrar que las funciones ¢, definidas en ([12.10]) satisfacen la ecuacién dife-
rencial
Y —ty=—(2n+ 1)y (12.12)

[con la condicién de borde y(+oo) = 0], que es precisamente la ecuacion de Schrédinger
para el oscilador armonico.
(b) Sea ®,(w) = F{pn(t),w}. Dado que se cumple
on+(2n+1—1")p, =0,
se puede demostrar que ®,(w) satisface
P’ (w)+ (2n+1—w?)P,(w) =0, (12.13)

es decir, la misma ecuacién diferencial que ¢,(t). En otras palabras, la transformada
de Fourier de ¢,(t) es esencialmente ella misma. Un resultado que, en algin sentido,
podriamos haber esperado. En efecto, notemos que la funcién ¢ es una gaussiana, y ya
sabemos que ésta tiene como transformada de Fourier precisamente otra gaussiana. Esto
no es cierto para ¢, en general, pero el hecho de que, al menos, ¢, y ®, satisfagan la
misma ecuacion diferencial es sugerente.

12.5. Solucién por serie de la ecuacion de Hermite

En este capitulo partimos entregando la definicién de los polinomios de Hermite, y even-
tualmente encontramos la ecuacion diferencial que ellos satisfacen. Ahora seguiremos el ca-
mino inverso, partiendo de la ecuacién de Hermite y resolviéndola.

Consideremos para ello la ecuacién de Hermite (12.8)), pero generalicémosla ligeramente:

y" — 2ty + 2By =0. (12.14)

Busquemos soluciones con un cierto desarrollo de Taylor:
y(t) => a,t” . (12.15)
v=0

Reemplazando en (|12.14)):
[ay12(v +2)(v + 1) — 2a,v + 2[a, ]t =0,
v=0
2pa, — 2va, + a, (v +1)(r+2)=0, v>0,

es decir, obtenemos una relaciéon de recurrencia para los coeficientes de la serie:

2w
v+ 1)(v+2)""

a2 = | (12.16)

Se desprenden las siguientes consecuencias:
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a)

Hay dos series independientes, la de coeficientes con indice par, que depende sélo de ag, y
la de coeficientes con indice impar, que depende sélo de a;. Por tanto, hay dos coeficientes
arbitrarios, ag y a1, y por ende dos soluciones linealmente independientes.

v 2 - 2 .
Gtz _ v—5) ~ — siv>1,
a, v+D)v+2) v
lo cual significa que el radio de convergencia de la serie es infinito. Vale decir, las soluciones
no tienen singularidades en el plano.

La ecuacion tiene por soluciéon un polinomio sélo si g € N*. Si § es par, hay que tomar
ap # 0y a; =0. Si f es impar, hay que tomar ag =0y a; # 0.

Si f ¢ N* y si la solucién es par o impar, entonces (v — 3)/[(v + 1)(v + 2)] > 0 desde
cierto 1y en adelante, de modo que los a, tienen todos el mismo signo para v > vq. Esto
es, la serie tiene un crecimiento rapido cuando ¢ — oo.

Es posible mostrar, a partir de la relacion de recurrencia (12.16)), que, si 5 es entero, los

polinomios resultantes son precisamente los polinomios de Hermite.



Capitulo 13

Polinomios de Laguerre

versién final 3.2-13 enero 2003

13.1. Definicion

Definicién 13.1 Definimos el conjunto de los polinomios de Laguerre { L, (t)}, .no mediante
una cualquiera de las siguientes ecuaciones:

L,(t) = et% (t" ey =(=1)"t"+---+nl, (13.1a)
i () (drr dvet

La(t) =e ;{% (V) ( dﬁlL,> ol (13.1b)

La(t) = ;(—wc) %: 1 = g-w% . (13.1c)

Algunos de los polinomios en forma explicita:

Lo(t) 1
Li(t) = —t+1

Ly(t) = t* —4t+2

Ly(t) = —t°+9t> — 18t +6

Ly(t) = t*—16t3 + 72t* — 96t + 24

13.2. Funcién generatriz

Definicién 13.2 La funcién generatriz U(t,x) estd definida por la siguiente relacion:

n.

U(tz)=>_ L”@ " (13.2)
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Usando ((13.1c)) obtenemos:

n

U(t,x) = Z

n=0 v=0

(—Vll)” (Z) o

Cambiemos el orden de suma. El primer grafico corresponde a la forma en que estabamos
sumando: fijamos un n en el eje horizontal, con n = 1,...,00 y luego consideramos los v
variando desde 1 a n (flechas verticales hacia arriba). El segundo corresponde a la misma
suma pero hecha de forma diferente: fijamos un v en el eje vertical, con v =1,..., 00 y luego
consideramos los n variando desde v a oo (flechas horizontales hacia la derecha).

Obtenemos

v=0 m=0
Reordenando
_Oo(_l)u l/l/oo m+ v m
W =3 E 3 (M
v=0 m=0
Pero
o] 1 v+1
Z<m+y)xm:( ) cuando |z| <1,
v 1—=x
m=0
luego
= (=1)” z \" 1 I (=1 [tz \
Ut = t¥ =
(t,2) Vz; V! 1—x 1—x 1—x; V! 1—2x
Finalmente

(13.3)
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13.3. Relaciones de recurrencia

Reescribamos la definicion de la funcién generatriz

exp (1—15:(; ) = (1-2) i L’;L(!t) " (13.4)

— X
n=0

Derivemos respecto a x:

—t —tz\ N Lot o s La(t)
(1—ac)26Xp(1—x>_(1_x>z(n—1)!x( )_Z T

Usando ((13.4) y comparando coeficientes de z,

L1 (t) + (t —2n — 1)L, (t) + n?L,_1(t) = 0 (13.5)

De la misma manera, derivando ([13.4)) respecto a t, se obtiene

L(t)—nL, (t)+nL,1(t)=0 n>1. (13.6)

13.4. Ecuacion de Laguerre

Diferenciando dos veces ([13.4]) respecto a t,

Ll o)+t =2n=3)L0 () + (n+ 1)°LI(t) + 2L, ., (t) =0 . (13.7)
De tenemos
Ly () = (n+ 1) [Ly(t) — La(D)] , (13.8)

de donde obtenemos, derivando nuevamente,
Ly (t) = (n+ 1) [Ly(t) — Ly, (1)] - (13.9)
Cambiando n — n + 1,

Ly o(t) = (n+2) [Ly () — L, ()]

Usando y ,
Lno(t) = (n+2)(n+1) [Ly(t) = Ly(t) = Ly,(t) + La(t)]
Ly () = (n+2)(n+1)[L5(t) — 2L, (t) + L,(t)] . (13.10)

Reemplazando (13.8), (13.9) y (13.10)) en ((13.7)),

(n+2)(n+1)[LI(t) — 2L (t) + Ln(t)] + (t —2n — 3)(n+ 1) [L2(t) — L] (¢)]
+(n+ 1)°LI(t) +2(n+ 1) [L(t) — L,(t)] = 0
mn+1l)(n+2+t—2n—-34n+1)LI#t)+(n+1)2n—4—t+2n+3+2) L] (t)
+(n+1)(n+2—-2)L,(t)=0
(mn+1)t L)+ (n+1)(1—¢) L)+ (n+1)n L,(t) =0.
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Dividiendo por (n + 1) obtenemos

£ L)+ (1—t) LL(t) +n Lo(t) =0 (13.11)

Es decir, L, (t) es una solucién de la ecuacion de Laguerre

ty"(t)+ 1=ty ({t)+ny(t)=0. (13.12)

Consideremos esta ecuacién, pero en una forma mas general:
ty" )+ 1 -1y ) +Ayt)=0.

Buscando soluciones del tipo
oo

y(t) = at”,

v=0

es facil demostrar que los a, satisfacen la siguiente relaciéon de recurrencia:

v—A
Ayl = ————=a, .
(v+1)2
Lo anterior tiene varias consecuencias:
(i) El coeficiente ay puede elegirse libremente, quedando ay, as, . .. asi determinados por ay.

Se obtiene un espacio de soluciones de dimensién uno. Para encontrar la otra solucion
linealmente independiente hay que analizar ecuaciones del tipo

[ +p(2)f +alz)f=0.
Esto se hard en el capitulo siguiente.
(ii) Al hacer el cuociente entre los coeficientes tenemos

Qy41

Ay

1
-
Esto implica radio de convergencia infinito para la serie.

(iii) Los valores A =0,1,2,3,... son excepcionales: dan soluciones polinomiales.

(iv) Si A & N° todos los coeficientes de indice suficientemente grande son positivos o nega-
tivos. Esto implica un crecimiento muy répido.

13.5. Ortogonalidad

Counsideremos -
I:/ t™ L,(t) e " dt , conm<n.
0
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Sea m > 0, entonces
= [ " —(t"et) dt,

integrando por partes,

m dn_l n _—
dtn—l (t € t)

Integrando n veces por partes se obtiene entonces

I=(-1)" m!/ " (t"e™") dt .
0

dtn—m

t
dtn—l

o0 00 m—1
—m / gt 4 (t"e™") dt .
0 0

Sim < n, ) .
n—m-—
 d

I = (_1)11 mW (tn €7t> =0 R

0
luego

/ Lo(t) Ly,(t) e " dt =0 sim<n.
0

Por simetria la integral va a ser nula siempre que m # n.
Sim =n,
o0 [e.e]
/ L2() e~ di = (-1)%(-1)%!/ 1 et dt = (nl)? |
0 0
Resumiendo ambos casos,

/OO Lo(t) Ly(t) et dt = (n!)? 0pm (13.13)

Basados en la relacién de ortogonalidad ((13.13)) podemos definir un conjunto de funciones
1
Palt) = = La(t) 2. (13.14)
n!
Claramente -
| on®) ontt) de = b1
0

Es decir, el conjunto {¢n(t)}, cno corresponde a un conjunto de funciones ortonormales en el
intervalo [0, o).
A partir de (13.14)) podemos despejar los polinomios de Laguerre

Ln(t) = n! et/2¢n<t> )

y usando la ecuacion diferencial (13.11) que satisfacen, encontramos la ecuacién para las
funciones ¢, (t):

t () 4+ @l (t) + (n + % - %) on(t) =0 . (13.15)

Ademas, @, (t) satisface

lim ¢, (t) =0 y lim ¢,,(t) < 00 .
t—o0 t—0
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13.6. Polinomios asociados de Laguerre
Al diferenciar m veces la ecuaciéon (|13.11)) obtenemos
t L)+ (m+1—t) L) + (n—m) LM () =0 .

Podemos definir un nuevo conjunto de polinomios

dm
L™(t) = press L,(t) paran >m (13.16)

conocidos como los polinomios asociados de Laguerre. Los cuales son soluciones de la siguiente
ecuacion diferencial:

ty"(t)+ (m+1—-8)y )+ (n—m)y(t)=0. (13.17)

Algunos de los primeros polinomios son:

Li=-1,
Ly=—4+2t, L;=2,
Ly=—-18+18t—3t*, L[3=18—-6t, Lj=—-6.

La funcién generatriz

Ut ) = (=)™ exp < 1‘”” ) — (g S (13.18)

— X

Utilizando esta ecuacion podemos obtener las relaciones de recurrencia

d

g LMt = L), (13.19)
LM )+ (t—2n—1)LMt) +m L () +n’Ll (1) = 0, (13.20)
LMt —n L () +n L1t = 0. (13.21)

Finalmente, en forma anédloga a lo que hicimos con los polinomios de Laguerre podemos definir
las funciones ortogonales a partir de los polinomios asociados de Laguerre de la siguiente
forma:

Ry o(t)=e P 1201 . (13.22)
Estas funciones satisfacen la ecuacién diferencial
d*y(t) 2 dy(t) 1 n L+1)
REASAT e AT £ =0. 13.2
a2 1 d it )y =0 (13.23)

Esta ecuacién aparece en Mecanica Cudntica al resolver el atomo de Hidrogeno. Especifica-
mente, corresponde a la ecuacion radial de Schrodinger para la funcion de onda del atomo
de Hidrogeno.



Capitulo 14

El problema de Sturm-Liouville

versién 26 octubre 2009

Una gran cantidad de problemas fisicos estdan descritos por ecuaciones diferenciales en
las que interviene un operador Laplaciano (la ecuacién de Laplace, la ecuaciéon de onda,
la ecuacién de Schrédinger, etc.). Matematicamente, estas ecuaciones corresponden a casos
particulares del problema de Sturm-Liouville, vale decir, ecuaciones de autovalores para un
un operador diferencial autoadjunto. Las propiedades que demostramos en general para los
polinomios ortogonales (Cap. , y reencontramos en dos casos particulares (Caps. y
, son en realidad propiedades generales de las soluciones de problemas de Sturm-Liouville,
como veremos en este capitulo.

De hecho, este capitulo tiene importancia no sélo porque permite mirar los resultados
obtenidos en los tres capitulos anteriores desde una perspectiva general. En efecto, notemos
que, hasta el Capitulo anterior, siempre hemos resuelto, en el fondo, el mismo problema:
sabiendo que el espacio de funciones es un espacio vectorial, expandir cualquier funcion
en una base (o, al menos, un conjunto ortogonal de vectores) de dicho espacio vectorial.
Primero lo hicimos para funciones exponenciales (serie de Fourier, transformada de Fourier,
transformada de Laplace), y luego para funciones polinomiales. Pero nunca hemos dicho nada
de cémo encontrar la base del espacio vectorial. Ese es precisamente el valor del Capitulo
actual y los siguientes: tendremos un modo sistematico para encontrar la base del espacio de
funciones. Dicha base provendra precisamente de resolver el problema de autovalores de un
operador diferencial autoadjunto.

14.1. Operadores diferenciales autoadjuntos

Consideremos el operador diferencial £ de la forma:

Su(r) = |pole) g + pa(2) e+ o) ) (14.1)

donde u(x) es una funcién compleja dos veces diferenciable, y los {p;(x)} son funciones reales
que cumplen:

» pj(z), pi(x), pa(x) existen y son continuas en [a, b].
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= po(z) no tiene ceros en (a,b).

po(z) puede (y suele) tener ceros en los extremos del intervalo, y el intervalo [a, b] podria
ser semi-infinito o infinito.
Consideremos una segunda funcién derivable dos veces, v(x). Definimos

(v|L|u) = (v,Lu) :/ dxv*(z)Lu(x) . (14.2)

Integrando por partes y usando la continuidad de pf(x) y p1(x),

b b b
/ dr vt (@) (@) = v (@)u@)p ()| — / dz u(z) o (@)pr (2)]

y

- / dz ' (z)[v* (z)po(x)]

b

/ dzv* (@)po(a)(z) = v* () (2)po(z)

a

= {v (@) (@)po(x) — w(x) " (2)po()]'}| + / dz u(z)[" (z)po(x)]” .

a

Entonces, podemos escribir

w|L|u)y = / dx u(x)Lv*(z)

+ {ule)v (@) [pi (@) = ph(a)] + po(2) [/ (2)v" () — u(@)o™(2)]}] , (14.3)
donde
_ e d
Lu(z) = ——po(@)u(@)] = — [pr(2)ul)] + p2(2)ul2) | (14.4a)
Tule) = {mlo) 33 + 200) ~ pa@) - + o) = o) + )] fule) (140
es el operador adjunto a L.
Si
L=2C, (14.5)

decimos que £ es autoadjunto.

Comparando ((14.1)) y (14.4)), se sigue que £ es autoadjunto si y sélo si

2py(z) — pr(x) = pa(x)
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es decir, si
po(z) = p1() - (14.6)

Muchos problemas interesantes corresponden a operadores autoadjuntos; por ejemplo, el
oscilador armoénico simple, mientras que otros, como las ecuaciones de Hermite y Laguerre,
no. Sin embargo la teoria de operadores diferenciales autoadjuntos de segundo orden es com-
pletamente general, pues cualquier operador de segundo orden puede ser transformado a una
forma autoadjunta. En efecto, puesto que po(z) no tiene ceros en (a, b), consideremos

o) = g o U o ig] ’

y definamos

Entonces

7o/ (x) = C%exp U dt pl(t)] _ pl(”; exp U dtpl(t)] — pi(z)

es decir, h(z)L es autoadjunto.
Usando ([14.6)), y definiendo A(z) = po(x), B(z) = pa(x), se sigue que todo operador

autoadjunto se puede escribir en la forma:

_ad
dx

du(z)

Lu(z) [A(x)—] + B(a)u(z) . (14.7)

dx

Ademads, para operadores autoadjuntos ((14.3) queda

(w|Llu) = / dru(z)Lv*(z) +  A(x)[u/(z)v*(x) — u(z)v” (2)]| . (14.8)

a

14.2. Operadores autohermiticos

Limitémonos ahora a un subespacio H de nuestro espacio de funciones, en el cual se
cumple

v* () , Yu,veXH. (14.9)

Es inmediato mostrar que J es un espacio vectorial.
Entonces, de (|14.8)) se sigue que, si u(z),v(z) € H, y si £ es autoadjunto, entonces

(v, Lu) :/ dru(x)Lv(z) = (Lv,u) . (14.10)

Se dice entonces que £ es autohermitico en H.
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14.3. Problema de autovalores

Sea w(x) una funcion real positiva, la cual a lo méas puede tener ceros aislados en |a, b]
(funcion de peso). Consideremos la ecuacién

Lu(z) + dw(z)u(z) =0, IeC, (14.11)

con determinadas condiciones de borde (en este caso, nos interesardan las condiciones que
determinan el subespacio H). Las soluciones de (14.11)), debido precisamente a las condiciones
de borde, no existen para todo A, sino para cierto nimero discreto {\;}ien, asociados a
ciertas funciones {u;}en. Los A; se denominan autovalores y las funciones asociadas u;,
autofunciones.

Se pueden mostrar las siguientes propiedades:

Proposicion 14.1 Los autovalores de un operador autohermitico son reales.

Demostracién Sean \;, A\, autovalores asociados a autofunciones wu;(x), ug(x), respectiva-
mente. Entonces

Suy(z) + Agw(a)us(z) =0
Luj(x) + Mw(x)ug(z) =0 .

Multiplicando la primera ecuacién por uj(z) e integrando en [a, b]:

(ug, Luj) + )\j/ dz up(x)w(x)uj(x) =0 .

Haciendo algo similar con la segunda ecuacion, pero multiplicando por u;‘(x),

b
(Lug, u;) + /\k/ druj(x)w(z)uy(z) =0 .

Restando ambas expresiones, y usando ({14.10)),

(A — X / () () (x) = 0. (14.12)

Ahora, si j =k,
b
" 2
0=0y =) [ o) o)
Como w(z) > 0, existen soluciones u;(z) no triviales si sélo si

A=A\

J

es decir, \; € R.
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Proposicién 14.2 Las autofunciones de un operador autohermitico se pueden elegir orto-
gonales entre si.

Demostracién Si escogemos ahora A\; # \i, entonces de ([14.12) se sigue que

b
0= [ dvui@puiulz)

es decir ug(x) y uj(x) son ortogonales con funcién de peso w(z). (Incidentalmente, vemos
que la generalizaciéon del producto interno introducida en emerge naturalmente al
considerar el problema de autovalores de un operador autohermitico.)

Por lo tanto, autofunciones asociadas a autovalores distintos son ortogonales. Sin embargo,
puede ocurrir que mas de una autofuncion esté asociada al mismo autovalor, es decir, que un
autovalor sea degenerado. Es facil mostrar que las funciones asociadas a un mismo autovalor
forman un espacio vectorial. En efecto, si u; (), u;2 estdn asociadas al autovalor \;, se tiene

LU]'J —f- )\j’lU(I’)UjJ = 0 s
LUJ‘Q + )\jUJ(I)UjQ =0.
Entonces una combinacién lineal de ellas también es autofuncion de £ con el mismo autovalor:

L Z Uj o + /\]w(x) Z Uja = Z [LUja + )\jw(l’)u]'a] =0.
a=1,2 a=1,2 a=1,2
Por lo tanto, es posible encontrar una base ortogonal del subespacio asociado a \; (via Gram-
Schmidt). Procediendo asi con todos los subespacios de degeneracién, podemos finalmente
construir una base ortogonal para el espacio de funciones completo.
q.e.d.

Proposiciéon 14.3 Las autofunciones de un operador autohermitico forman una base del
espacio H.

Demostracién (Discusion)

La completitud de un conjunto de funciones usualmente se determina comparando con
una serie de Laurent. Por ejemplo, para polinomios ortogonales, es posible encontrar una
expansion polinomial para cada potencia de z:

2" = 2": a; Py(2) ,
i=0

donde P;(z) es el i-ésimo polinomio. Una funcién f(z) se puede entonces expandir en una serie
de Laurent, y en definitiva en una combinacién lineal de los polinomios P;(z). Asi, podemos
mostrar que la expansion polinomial existe y que es tinica. La limitacién de este desarrollo
en serie de Laurent es que f(z) debe ser analitica. Las funciones pueden ser mas generales
que eso (recordemos la expansion de la funcién “dientes de sierra” en series de Fourier, por
ejemplo). Una demostracién de que nuestras autofunciones de problemas de Sturm-Liouville
son completas aparece en el libro de Courant y Hilbert [R. Courant y D. Hilbert, “Métodos
de la Fisica Matemdtica”, Vol. 1, Cap. 6, Sec. 3].

q.e.d.
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14.4. Ejemplos de funciones ortogonales

Distintas elecciones del operador diferencial £ (es decir, de las funciones A(z) y B(x) en
(14.7)), de la funcién de peso w(x) en el problema de autovalores asociado, y del intervalo
[a,b] que determina las condiciones de borde ([14.9)), generan diversas funciones especiales.

Algunos ejemplos ya han aparecido en problemas fisicos de gran interés. Por ejemplo, el
oscilador armoénico se puede ver como un problema de autovalores del operador diferencial

d2

de?’

que evidentemente es autoadjunto, pues po(t) = 1 y p1(t) = 0. En este caso, el problema de

autovalores se puede escribir
Lu(t) + wu(t) =0,

que corresponde a un autovalor w?, y una funcién de peso w(t) = 1, de modo que las au-
tofunciones deberfan ser ortogonales bajo el producto interno usual (que es efectivamente el
caso, pues las autofunciones son las exponenciales complejas).

También las ecuaciones de Hermite, de Laguerre, y de Laguerre asociada, se pueden escri-
bir en la forma de un problema de autovalores para un operador diferencial autoadjunto. Estas
y otras funciones ortogonales, de interés en problemas fisicos, y relacionadas con problemas
de autovalores, aparecen en la siguiente tabla:
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Capitulo 15

Ecuaciones diferenciales con
singularidades

versién 9 noviembre 2009

La ecuacion de Laplace —que aparece naturalmente en problemas de electrostatica o
Mecéanica Cuantica, por ejemplo— se puede resolver por separacién de variables, y esto da,
para la parte radial en coordenadas esféricas, la ecuacion

1d /,dR\ ... QR
L ) e ey
r2dr<r dr)+ r? ’

donde k£ y @) son constantes. Esta es una ecuacién diferencial con coeficientes que no sélo
no son constantes, sino que son singulares (en r = 0). Muchos otros problemas dan origen a
ecuaciones que son también de la forma

f"(2) +p(2)f'(2) +q(2) f(2) = 0. (15.1)

El problema de encontrar soluciones a este tipo de problemas es complejo. El estudio de las
las singularidades de p(z) y ¢(z) es ttil pues permite clasificar las ecuaciones diferenciales, e
investigar la factibilidad de encontrar soluciones via expansién en serie (Teorema de Fuchs).
En este capitulo veremos nociones tutiles para trabajar con este tipo de ecuaciones; los aspectos
formales de esta discusion se encuentran en el capitulo siguiente.

15.1. Puntos singulares

Consideremos ecuaciones diferenciales de la forma ((15.1)).
Algunas definiciones utiles:

1. zp es un punto ordinario si p(z) y q(zo) son finitas.
2. zp es un punto singular si p(z) o q(z), o ambas, divergen si z — 2.

3. zp es un punto regular o singular no esencial si p(z) o ¢(z) divergen si z — zj, pero
(z — 20)p(2) y (2 — 20)%q(2) son finitas cuando z — z.

159
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4. zp es una singularidad irregular o esencial si (z — 2)p(z) o (z — 29)?q(z) divergen si
z — zp. Es decir, si p(z) diverge més réapido que 1/(z — 2p), 0 ¢(z) diverge més rapido
que 1/(z — 2z)%.

Estas definiciones son validas para todo valor finito de z. El punto z — oo se trata
introduciendo el cambio de variables s = 1/z, y luego haciendo s — 0. Con dicho cambio de

variables, (15.1)) queda
d’f 1\ df 1\ -
34—f+ {233—32;0 (—)} —f—l—q< )f:(). (15.2)

ds? S ds s

con f(s) = f(z) = f(1/s). Luego, el comportamiento en z = oo (s = 0) estd dado por el
comportamiento de los nuevos coeficientes

_ 2s—p(1/s)

q(1/s)

(o) ) =1 (1.3
Si son finitos, z = oo es un punto ordinario. Si divergen como 1/s y 1/s* o méds lentamente,
respectivamente, z = oo es punto singular regular; si no, es un punto singular irregular o

esencial.

Ejemplo La ecuacién de Bessel,
2,1 / 2 2 _
2y +axy + (2°—n)y=0, (15.4)

solo tiene una singularidad regular en x = 0, y una singularidad irregular o esencial en
T = 00.

15.2. Solucién por serie: método de Frobenius

El método de expansion en serie permite encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales
lineales homogéneas de segundo orden. Siempre sera posible encontrar una solucién con este
método, siempre que la serie corresponda a una expansion en torno a un punto que sea
ordinario o punto singular regular.

Consideremos, por ejemplo, la ecuacién del oscilador arménico:

2
Ly +w?y=0. (15.5)
dz?

Introduzcamos una solucién de la forma
y(r) = 2" Za,\x)‘ , ag #0. (15.6)
A=0

Ya hicimos algo similar al estudiar las ecuaciones de Hermite y Laguerre en los capitulos ante-
riores. En esos casos, k = 0. Ahora nos interesa el caso general. De hecho, k£ no necesariamente
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es un numero entero. Entonces:

d o0
d_y = Z a)(k 4+ Nz
T
d*y = k+A—2
E:ZGA(kJF)\)(kﬂL)\—l)x :
A—0

de modo que, reemplazando en (15.5)), se tiene
Yok + Nk + A=) ? 40?y aattr =0 (15.7)
A=0 A=0

Esta igualdad implica que cada coeficiente, para todas las potencias de x, debe anularse. En
particular, el coeficiente de la menor potencia de z, x*~2:

CL(]/{Z(/{Z - 1) .
Puesto que ag es el menor coeficiente no nulo de la serie,
k(k—1)=0. (15.8)
Esta ecuacién, que proviene de anular el coeficiente de la menor potencia de x en (15.7)), se
denomina ecuacion indicial. Sus raices son de gran importancia para nuestro analisis. Para
el oscilador armonico, las raices de la ecuacién indicial son

k=0, k=1. (15.9)

Por otro lado, de (15.7) se sigue, al anular el coeficiente de 2%/, con j = A+ 2, la relacién
de recurrencia

T T i)k (15.10)
Como en el caso de la ecuacién de Hermite, esta relacion de recurrencia determina o sélo los
términos pares, o solo los impares, de modo que hay dos coeficientes arbitrarios, ag y a;.

Ahora bien, volviendo a las raices de la ecuacion indicial, si & = 0, entonces el coeficiente
de 272 en se anula, y asi ag # 0. Al mismo tiempo, el coeficiente de la siguiente
potencia de x, zF7!, es

ay(k+1)k=0,

que también se satisface si k = 0. Por tanto, en este caso ambos coeficientes son arbitrarios.
Para k = 1, en tanto, el coeficiente de 2¥72 es cero, pero el de z¥~! no es cero a menos que
a; = 0. Como a; es arbitrario si k = 0, y necesariamente cero si k = 1, escojamos a; = 0.
De este modo, todos los coeficientes impares de la serie desaparecen. (En principio podemos
temer pérdida de soluciones, pero el objetivo aqui es encontrar al menos una solucién; de
todos modos, los términos impares reapareceran al considerar la segunda raiz de la ecuacion

indicial.)
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Tomando entonces k£ = 0, la relacién de recurrencia queda

w2

A P ) [PV

es decir,
w? w?
T TR
w? w?
I PV R TR
w? w®

g = _a()ﬁ = —aao )

etc. Podemos ver entonces (y mostrar por induccién) que

w2
agy = (—1)”mao : (15.11)
y la solucién es
(o = a0 |1 (W;V N (w4:v!)4 ~ (wg;)6
Y(x)g=0 = ag cos(wz) . (15.12)
Con k =1, en tanto, la relacion de recurrencia es
w2
PTG+
es decir
w? w?
CLQ——CLOQ—'?)——S, 0>
w? Wt
ay = — 245 = aao )
w? w®
ag = — 057 = “ s
que conduce a
w2
as, = (— )"mao . (15.13)
Asi,
Y(2)es = ao {1 B (wj)z (w5x!)4 - (w;)e’ ]
[l - e )
w 3! 5! 7!
y(@)er = 2 sen(wa) . (15.14)
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Por supuesto, hemos obtenido dos soluciones linealmente independientes que no son nin-
guna sorpresa, pero el método de Frobenius es general y nos permite estudiar cualquier
ecuaciéon diferencial homogénea lineal de segundo orden. Sin embargo, obtener una solucion
como una expansion en serie no significa que dicha solucién sea aceptable: eso depende de si
converge o no, lo cual no estd asegurado, y requiere un anélisis separado.

En general, es posible usar este método expandiendo la soluciéon en torno a un punto g
arbitrario, en cuyo caso (|15.6]) es reemplazada por

y(z) = ia,\(:& —20)" g #0. (15.15)
A=0

15.3. Limitaciones del método. Teorema de Fuchs

Para el oscilador arménico encontramos, mediante el método de Frobenius, las dos so-
luciones linealmente independientes que bastan para describir todo el espacio de soluciones.
.Es siempre posible ello? La respuesta es no. Ya sabemos un caso en el que no es posible:
la ecuacién de Laguerre (Sec. . Cuando introdujimos una solucién en la forma de una
serie de Taylor, resulté una relacién de recurrencia que determinaba todos los coeficientes
en términos del primero, y por tanto el método de Frobenius en este caso permite encontrar
s6lo una solucién. Mas aun, ni siquiera esta asegurado que, una vez determinados todos los
coeficientes, la serie sea convergente. En el caso de la ecuacién de Laguerre , a menos
que la serie termine y sea en realidad un polinomio, la serie diverge.

. Bajo qué condiciones es posible encontrar soluciones con el método de Frobenius? La
respuesta a esta pregunta involucra a las raices de la ecuacion indicial y el grado de singula-
ridad de los coeficientes en la ecuacién diferencial. Consideremos, a modo de ilustracién, las
siguientes ecuaciones simples:

y' - %y =0, (15.16)

Yy’ — %y:() , (15.17)

Y+ éy’ — Z—Zy =0, (15.18)
Y+ %y’ - Z—Zy =0. (15.19)

En el primer caso, la ecuacién indicial es
P —k—6=0,

con soluciones k = 3, k = —2. El método de Frobenius no da una relaciéon de recurrencia, de
modo que las dos soluciones son simplemente x® y x72.

El segundo caso difiere del primero sélo en una potencia de x en el coeficiente de y, pero
esto es suficiente para cambiar radicalmente la estructura del problema: la ecuacion indicial
resulta ser

—66L0 =0 s
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lo que es imposible pues ag # 0. Asi, vemos que en el caso , con una singularidad
regular en x = 0, el método de Frobenius da dos soluciones, pero simplemente no funciona
para , que tiene una singularidad esencial en x = 0.
Si ahora agregamos un término con primera derivada en la forma , se obtiene la
ecuacion indicial
E—a>=0,

sin relacion de recurrencia, de modo que las soluciones son x® y x~°.

Finalmente, si modificamos la ecuacién anterior cambiando en 1 la potencia del coeficiente
de i/, ejemplo ([15.19)), se tiene la ecuacién indicial

k=0,
que arroja sélo un valor de k, y la relacién de recurrencia

_ a1
Aj+1 = ajjT :

A menos que a sea tal que la serie se corte para algin j (es decir, si a = £4/n(n — 1), con
n € N), se tiene

. . . 1 .2
i | %4 | =g 20D g T
j—=oo | a; j=oo j+1 j=oo

es decir, la solucién por serie diverge para todo x # 0.
Nuevamente nuestra solucion tiene problemas con singularidades esenciales.

En general se puede mostrar que al menos una soluciéon en forma de serie de potencias
se puede obtener, siempre que la expansion sea en torno a un punto ordinario o un punto
singular regular. Este resultado constituye el Teorema de Fuchs. Una demostracion de este
teorema se encuentra en el Capitulo[I6] Se mostrard también en ese Capitulo, y parcialmente
en la siguiente seccion, que la obtencion de una o dos soluciones a partir del método de
Frobenius depende de las raices de la ecuacién indicial:

» Si las dos raices de la ecuacién indicial son iguales, se obtiene sélo una solucién. (Ej.:
ecuacién de Laguerre.)

= Si las dos raices difieren en un niimero no entero, se obtienen dos soluciones linealmente
independientes.

= Si las dos raices difieren en un nimero entero, la mayor de ellas da una solucién. La
otra puede o no dar una soluciéon dependiendo del comportamiento de los coeficientes.
Para el oscilador arménico se obtienen dos soluciones; para la ecuacién de Bessel ((15.4)),

sélo una (Cap. [19).

En la siguiente seccion desarrollaremos un método para encontrar una segunda solucién
linealmente independiente en el caso que el método de Frobenius no nos la proporcione.
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15.4. Una segunda solucion

15.4.1. Forma integral

Para una ecuacion diferencial de segundo orden, el espacio de soluciones es un espacio
vectorial de dimensién dos. Dos soluciones y; y ys seran linealmente dependientes si

kiyr + kayo =0, (15.20)

con k; no todos cero. Inversamente, si k; = ko = 0 es la tinica solucién, entonces las soluciones
son linealmente independientes. Derivando ([15.20)) (y; es solucién de una ecuacién de segundo
orden, asi que al menos es una vez diferenciable):

kyyy + koyy =0 . (15.21)

(15.20) y (15.21]) son un conjunto de ecuaciones lineales, donde los coeficientes k; son desco-
nocidos. Este sistema tiene solucién no nula si

yi(r) y2(v)

W@ =1 @) v

—0. (15.22)

W (x) se denomina el Wronskiano de las funciones y;. Si el Wronskiano es distinto de cero,
entonces las funciones y; son linealmente independientes. Si el Wronskiano es cero en un
cierto intervalo, entonces las funciones y; son linealmente dependientes en ese intervalo.

Asi pues, supongamos que, por el método de Frobenius u otro, tenemos una solucién y; ().
El problema es ahora encontrar una segunda solucién ys(z) tal que el Wronskiano de ambas
sea distinto de cero. Primero es facil mostrar (ver Cap. que si la ecuacién diferencial tiene
la forma general

y' 4+ p(x)y +q(z)y =0,

entonces el Wronskiano de dos soluciones v, 42 es

W' = —p(x)W | (15.23)
que podemos reescribir
dW (2)d
— = —p(x)dz
W p )
lo que tiene sentido pues deseamos que W # 0. Integrando en un intervalo [a, x|, para cierto
a’7
Wiz v
In WEa; = —/a p(zy) dxy
0
W(z) = W(a)e™ Ja Ple)des, (15.24)
Por otro lado,
W(x) =y — viy2 = y2i Y2 (15.25)
2 1 Tz \yp )

de modo que

d yQ) 1 _rz
[ Z) =wW(a)=¢ L () day )
dx (yl ( )yf
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Integrando ahora en [b, z], para cierto b,

1o() =y (2)W () / ' mf P g 4 ()

El segundo término, no entrega nueva informacion, pues es proporcional a la solucién cono-
cida, y no nos sirve para encontrar una linealmente independiente. Lo eliminamos entonces.
Ademas, W (a) es una constante, y como de todos modos y;(z) estd determinada salvo una
constante de normalizacién, ponemos W (a) = 1, quedando entonces

x 1 s
) =ule) [ e (15.26)

g)]

Esta es la segunda solucion, linealmente independiente, que buscamos. Observemos que hemos
omitido la evaluacion en el limite inferior de las integrales. Al igual que antes, mantener el
limite inferior contribuye con un término proporcional a la solucién conocida y; (z).

Ejemplo Para el oscilador arménico, d*y/dx? + y = 0, una solucién es y; = senx, obte-
niéndose

() /x 2 (= cot z)
) =senx =senx(—cotx) = —cosx .
Y2 sen?

15.4.2. Expansion en serie

Podemos reescribir la segunda solucion obtenida (|15.26]) usando expansiones en serie para
y1(z) y p(x). De acuerdo al teorema de Fuchs, es posible encontrar una solucién por serie
y1(z), si z = 0 no es singularidad esencial, y es de la forma

y1(z) = 2 Z ar (15.27)
A=0

con « la mayor de las raices de la ecuaciéon indicial. Por su parte, este teorema exige que, a
lo sumo, p(z) diverja como 1/z, y q(z) como 1/2% en z = 0, luego

plz) =Y pa', (15.28)
i=—1
glx) = > g (15.29)
i=—2
La ecuacion indicial resulta ser:
E+(pa—1Dk+qgqo=0. (15.30)
Esta tiene dos raices, que podemos escribir
k’l =,

(15.31)

ke =a—n,
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con n entero (el tnico caso problemético es cuando las raices difieren en un nimero entero).

Entonces
(k—a)(k—a+n)=0, (15.32)

Igualando coeficientes de k en ((15.30) y (15.32), tenemos

p1—1=n-—2a. (15.33)

Reemplazando ahora ((15.27)) en ([15.26)),

W =ni [ (15.34)
Y2\ T ) = Y1\ T - o 3 Ty . .
3 (Z)\:O an%‘)

En el término exponencial aparece la integral

Ty OO e’}
i _ Pe k1
/a Zpix1d$1—p1lnxz+kz:0k+1$2 + f(a) ,

i=—1

con f cierta funcion. Luego

" ) —f(a) .= P— - k
a k=0

i=—1

El denominador en ([15.34]) se puede reescribir en general:

-1
oo 2 oo
2 A 2« A
x5 5 axTy =, g bz
A=0 A=0

para ciertos coeficientes by. Asi, despreciando factores constantes que pueden ser absorbidos
en W(a), ya(z) queda de la forma

y2(x) = y1(z) /m xR (Z CA$§) ds

A=0

es decir, con (({15.33]),

de modo que
yo(z) = 11 (x) / (coxy "+ cray™ + cpry " eyt ) day (15.35)

Se aprecia entonces que la segunda solucién es de la forma y; (z)s(x), con s(z) una funcién
que tiene dos partes:

= Una serie de potencias, partiendo con x=".
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» Un término logaritmico, proveniente de integrar z 1.

El término logaritmico proviene del término con A = n esta presente solo si A = n en
, de modo que aparece s6lo si n es un entero, a menos que ¢,, por casualidad, resulte
ser cero.

Puesto que la menor potencia de y;(z) es x® = x™, se sigue que, obviando el término
logarftmico, la menor potencia de y, es 2" = x** (independiente de si n es entero o no).
Asi, podemos escribir la segunda solucién (absorbiendo el coeficiente ¢y en la normalizacién
de y1(z)), en la forma

k1

ya2(2) = y1 () In(z) 4 2™ Z dya™ . (15.36)

En otras palabras, si las dos raices de la ecuacién indicial difieren en un nimero no
entero, las dos soluciones de la ecuacién diferencial estan dadas por el Ansatz del método
de Frobenius, determinadas por las dos raices de la ecuacién indicial [(15.27) y (15.36)), sin
el término logaritmico]. Si las raices difieren en un nimero entero, una primera solucién
esta dada por el método de Frobenius, con la mayor de las raices, y a la segunda solucién se
le agrega un término y; (z) In(z).




Capitulo 16

Ecuaciones diferenciales del tipo
f"+p2)f +a(2)f =0

versién 9 noviembre 2009

En este Capitulo volveremos sobre algunos temas del anterior sobre ecuaciones diferen-
ciales con singularidades (Cap. , ahora desde un punto de vista mas formal.
16.1. Soluciones en puntos regulares

Consideremos la ecuacion diferencial
f'(2) +p(2)f'(2) +q(2) f(2) = 0. (16.1)

Sea D una regién en el plano complejo. Sean p(z) y ¢(z) holomorfas en D. Sea z, € D.
En este caso se puede eliminar el término en f’ en (16.1]). Para ello consideramos

f(2) = g()e HrE = g()E (16.2)
Puesto que
1
E, = _§pE )
p P
E/l — v P E
(-5+%)%.
(16.1]) se puede reescribir:
2 /
p p
f”+pf’+qf=E<g”+qg—Tg—79) —0,
es decir
g//(z) + A(Z)g(z) =0, (16.3)
con L »
b(z Pz
Alz) =a(z) === ==~ (16.4)
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A(z) serd analitica y univalente en D si p y ¢ lo son. Supongamos entonces que esto se
satisface. Sea el origen 0 € D. Entonces, en torno a z = 0:

Alz) =) a2” (16.5)

v=0

serie que tiene un cierto radio de convergencia 7.
Planteamos para ¢(z) una solucién de forma andloga:

g(z) = chzk : (16.6)

Debemos demostrar que ésta es efectivamente una solucion, es decir, que esta serie es con-
vergente. Reordenando las series:

A(z)g(z) = ialckz““k = i i auCy—p 2" .
Ik

v=0 ,u,:()
(116.3) queda entonces
Z v+ 1)(v+2)+ Zaucvw =0,
v=0 1=0
hallando la férmula recursiva:
DD 167
Cpig = — ac |
+2 (v+1)(v+2) — nCr—p

Es claro entonces que podemos elegir arbitraria e independientemente dos coeficientes, ¢q y
C1.

Para probar la convergencia de la serie, mostraremos que (|16.6)) estd acotada, en médulo,
por una serie convergente. Pero los coeficientes ¢ estdn dados, a su vez, por ((16.7)), que
involucra tanto a los a; como a los propios c.

Para los ay, observamos que como (16.5) existe, entonces ) | a, | p" converge, es decir,
existe un M > 0 tal que

|aH’p#<M7 Vu, (168)

con 0 < p<r.

En cuanto a los ¢, no podemos decir algo similar, precisamente porque estamos demos-
trando que ([16.6]) existe. Pero si sabemos que los primeros v de ellos [los tinicos que aparecen
en la relacién de recurrencia ([16.7))], se pueden acotar, simplemente porque son un nimero
finito de elementos. Como no sabemos si la serie es convergente, a lo sumo podemos
decir que dicha cota para ¢, depende de v. Sea entonces

N(k) = mix{|co|,|er]p,.... | el p"} (16.9)
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es decir,

N (k)
p#

Usando la relacion de recurrencia (|16.7)):

lc,| < , w=0,1,... k.

1 k—1

Ck+1 = —m Zcuak—l—u )

n=0

luego

Luego

M
|eprn | PP < T fl) N(k) < N(k) Vk suficientemente grande.

Es decir, para k suficientemente grande, la misma cota que permite acotar a los primeros
k términos c;p”®, permite también acotar al siguiente término. Por tanto, desde cierto ko en
adelante,

N(k)=Nk+1)=Nk+2)=---=N,

0 sea
lex | pF < N, k>ko.

Con ello,

00
E Cka

k=ko

0 0 k 00 k
z z
<Saitst =it () w52 (B1)
k=ko

k=ko k=ko

La tltima suma converge si |z | < p < 1, luego >, cx2" converge si | z| < r. Por lo tanto,

existe una solucién de la forma ((16.6)). Este resultado sugiere el siguiente teorema.

Teorema 16.1 (Sin demostracién) Toda solucién de f” 4 p(z) f' + q(z) f = 0 es analitica
por lo menos alll donde los coeficientes p(z) y ¢(2) lo son.

Como la ecuacién diferencial es de grado dos, es necesaria la siguiente definicién.

Definicién 16.1 Dos funciones univalentes en D son linealmente dependientes (1.d.) si una
es miltiplo de la otra en D, i.e.

Y1 = Ay

Se dice que son linealmente independientes (1.i.) en D si en D ninguna es miiltiplo de la
otra.
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Teorema 16.2 (Sin demostracién) En un dominio D simplemente conexo, donde p(z) y
q(z) son holomorfas, las soluciones forman un espacio de dimensién dos.

Definicién 16.2 EI Wronskiano de dos soluciones de la ecuacion ((16.1)) es

_ _ |[i(2) a(2)
W(Z> = W[¢1(Z)7¢2(2)] = 1(2) wé(z) . (16'10)
Evaluemos W’:
W = 1y — il
W' = Py ;’ - ¢2¢1’ = Tﬁl(—P% - Q¢2) - 1?2(—]9?% - C]@Dl)
= —P%% "‘p%% = —P(l/h% - %@Di) =—pW,
o~ wy =, (16.11)
luego

W(z) = Ce JoPEN e (16.12)

Observemos que si W(zp) # 0, W(z) # 0 Vz € D. Observemos también que si p(z) = 0,
W (z) es constante. Este es precisamente el caso de la ecuacién de Schrodinger:

h 0?
—%@—F(V(x)—l—E) Pv=0.

Proposicién 16.1 Sean p(z) y ¢(z) holomorfas en D y univalentes. Entonces
a) W(z)=0 Vze D<= (2), ¥a(z) son l.d. en D.
b) ¥1(z), ¥2(2) son Li.en D <= W(z) #0 Vze D.

Ejemplo Consideremos la ecuacién

2 2
f”—;f/‘i‘;f:(),

en un dominio D que no incluye el cero. En D,

son analiticas, holomorfas.
Dos soluciones 1.i. son

Vi(z) =2, a(z)=2%.

El Wronskiano:
W=22-22=2>#+0 VzeD.
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Conociendo 17 y 15, soluciones linealmente independientes de (16.1f), podemos encontrar

py q. En efecto, de ([16.11])

_ W)
p(z) = — W) (16.13)
Y reemplazando este resultado en (|16.1)):
q(z) = —% —p(@iiii , =12, (16.14)

Notemos que esto tiene mucho sentido. Conocer dos soluciones 1.i. significa, en el fondo,
conocer todas las soluciones del problema, y por tanto es razonable esperar que conocer todas
las soluciones de un problema es equivalente a conocer la ecuacion diferencial que define el
problema.

16.2. Soluciones en la vecindad de puntos singulares

Consideremos ahora la ecuacion , pero sea ahora z; un punto fuera del dominio D.
Sean 1, 1y base del espacio vectorial de soluciones de ([16.1)). ¢, y ¥, son analiticas en D,
donde p y ¢q lo son. Supongamos que p o ¢ no son holomorfas en zy. ;Qué ocurre con nuestras
soluciones si las prolongamos analiticamente en torno al punto zy y volvemos a D?:

LR

Al recorrer un circuito en torno a un punto singular aparecera un problema de multiva-
lencia, de modo que en general 1/, y 95 no recuperaran sus valores originales al completar el
circuito:

(1, 12) > (], ]) .

La transformacién es un endomorfismo de V en V. Después del viaje, las funciones base
quedan convertidas en ciertas combinaciones lineales de las funciones originales:

@UI = any1 + ays ,
¢$ = a1 + axs ,

T
(Zi) - (Z; ZZ) (Z;) : (16.15)

La matriz de la transformacién se denomina matriz de circunvalacion asociada a la base

{1, ¥a}.

o bien
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Para que ’(/)I y 7,0% sean l.i., y por tanto sigan siendo base de V', se debe cumplir que el
determinante de la matriz de circunvalaciéon sea no nulo:

11022 — Q12021 7& 0.

Nuestro propdsito a continuacion sera encontrar bases “canénicas”, en el siguiente sentido:
deseamos construir una solucién ¢ de ([16.1)) tal que

P 0 =2D A = cte. (16.16)

Observemos, de hecho, que en principio la circunvalacién en torno a zy, en general, puede
tanto amplificar como rotar las soluciones en el plano (si las imaginamos como vectores en
un espacio de dimension dos), y dicha rotacién no tiene por qué ser la misma para ambas
soluciones. En particular, entonces, una base ortonormal puede convertirse en una base ni
siquiera ortogonal. Asi que este requerimiento sobre la solucién ® permite, al menos, que la
circunvalacion preserve la ortogonalidad de la base.

Sea entonces {11, 1} una base de soluciones. Entonces

D = b1y + bat)y .

Luego del viaje:

AD = & = byapl + byepl

Con ([16.15)):
A(b111 + bate) = (brary + baasgy )iy + (brars + baasgs)ths .

Siendo {11,119} Li.:
(CLH — )\)bl + (lzlbz =0 s
&12b1 + (agg — )\)bg =0.
Existen soluciones no triviales si

aj; — A 21
12 agy — A

‘ =0, (16.17)

es decir, nuestro problema corresponde a encontrar los autovalores de la matriz de circunva-
lacién. (Algo esperable, por cierto.)
Sean ahora A; y Ay las soluciones de esta ecuacién. Existen dos posibilidades:

a) Sea A; # A2. En este caso podemos escoger la base tal que

Wl = Moy,
Ul = Nty

La matriz de circunvalacion en la base candnica es diagonal:

(2@) - <AO1 ;)2) (i;) : (16.18)

Es conveniente introducir la siguiente definicién:
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Definicién 16.3

1
=_—1In)\;. 16.1
o= 5 Iy (16.19)

Entonces

(2 — 20)7 €+ [(z — 20)7 ] = [e7 ln(zfzo)}T

_ ecrk[ln(zfzo)+27rz] _ (Z - ZO>0k62mak _ >\k:(z _ ZO)Uk .
En resumen:

wl = Nk
[(z — 20)7*]" = Ai(z — 20)7% .

- —wzow}T -

es decir, queda univalente al dar la vuelta en torno al punto singular zy, luego este cuociente
admite un desarrollo de Laurent:

—1/)1@(2) = Z cr(z — 20)"

(z — 20)%k

O sea el cuociente

V=—00

En resumen: Si \; # )9, existe una base cuyo desarrollo en la vecindad del punto singular
20 €s:

Pi(2) = (2= 20)" Y ez —2), (16.20)
Ua(2) = (2= 20) Y ealz —20)" - (16.21)

Si A1 = Ao, estamos en un caso “incémodo”. Supongamos que la base transforma del
siguiente modo:

Y1 6> 9 = g
o > ?ﬂg = a1 + ags .

(DG 2)E)
1/15 A1 Q22 o)

(/\1 — /\)((122 — )\) =0.

Matricialmente:

La ecuacién de autovalores es:

Para que A\ = Ay debe tenerse que A\ = ag9, es decir

% = a1 + MYa ,
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de donde
2/15 _amti MY n ag1

02 _ e T . 16.22
¢I A (I} ( )
Afirmamos que
Yy a1
— 22 " o= 16.23

es univalente en torno a zy. En efecto, usando (|16.22)):

1
[In(z — 29) + 2mi] = % — a)\—il%ln(z —2) =X -

XT _ w_; _ 21
wi )\127Ti

Podemos entonces desarrollar en una serie de Laurent en torno a zg:

X = Z d,(z— 20)",

p=—00

o bien

- 21
Py = Yy Z d.(z — zo)"* + SN Yy In(z — 2) .

H=—00
Pero 1, es autovector de la matriz de circunvalacién, por tanto tiene un desarrollo de
Laurent del tipo (16.20]). Reordenando entonces las series, obtenemos:

[e.9]

Y2 = (2 — 20)” Z o (2 — 20)" + 2;;1@@1(2) In(z — z) .

V=—00

Si ag; # 0 podemos dividir ¢ por asy, es decir, podemos tomar, sin pérdida de generalidad,
ag) = 1.

LS A = Ay exi , . vec
En resumen: Si \ Ay existe una base canodnica cuyo desarrollo en la vecindad del
punto singular z; es:

Ui(2) = (2= 20)7 D enlz—20)", (16.24)
ba(@) = (-2 Y enlz—a) + 2;&%(2) In(z — z) . (16.25)

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 16.3 Si los coeficientes p(z) y ¢(z) son singulares en zp, entonces existen dos
soluciones l.i. que en la vecindad de z; tienen la forma:
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a) Si A\; # A2 (caso cémodo):

Pi(2) = (2= 20)" Y enlz—2)",
o(2) = (2 — 29)”? Z co(z — 20)" .
b) Si Ay = A2 (caso incémodo):
Yi(2) = (2= 20)" Y enlz— )",
Ua(2) = (2 — 20)” Vz_:oo Ca(z = 20)" + 2miN Y1(2) In(z — 2) -
En estas expresiones,
. In )\k:
TR om

177

(16.26)

(16.27)

(16.28)

(16.29)

(16.30)

El teorema nos dice por lo tanto que las soluciones de la ecuacién diferencial son precisa-
mente de la forma que descubrimos en el Capitulo anterior (dos series de potencia, o una serie
y un término logaritmico), ezcepto por el hecho de que las series en ((16.26)—(16.29)) tienen
todas las potencias de z — 2y, positivas y negativas, en cambio en el Cap. [15| habia una cota
inferior. La diferencia, desde luego, es que hasta el momento hemos tratado el problema de
modo completamente general. S6lo sabemos que zy es un punto singular de p(x) y/o ¢(x),

pero no qué tipo de singularidad es. Ahora nos preocuparemos de ello.

Primero, veamos el caso en que un punto zy del plano complejo es un punto de holomorfia.

Definicién 16.4 2z, es un punto de holomorfia de la ecuacion (|16.1)) si en zy todas las solu-

ciones de esta ecuacion son holomorfas.

Teorema 16.4 2 es punto de holomorfia si y sélo si p(z) y ¢(z) son holomorfas en z.

Demostracién

1) Sip(z)y q(z) son holomorfas en 2y, entonces zy es punto de holomorfia.

Ya demostrado.

11) Si 2z es punto de holomorfia, entonces p(z) y ¢(z) son holomorfas en z.

De (|16.11]) se tiene de inmediato que

W/

p(2) = i

es holomorfa (ya que Wy W’ son productos y sumas de funciones holomorfas, y W # 0,
pues las soluciones son 1.i.). Y de (16.14)), ¢(z) también debe ser holomorfa. El tnico
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problema podria ocurrir si ¢;(z) = 0 para algin z. Pero la otra funcién Li. no puede
ser nula en el mismo punto (si lo fuese, el Wronskiano serfa nulo en ese punto, lo que
contradice la independencia lineal), y basta usar, en , entonces aquella funcion
que no es nula en ese punto.

q.e.d.

Ahora consideremos el caso en que zp es un punto singular. Pero como sugieren los re-
sultados anteriores, no nos interesan singularidades cualesquiera. Introducimos entonces el
concepto de singularidad Fuchsiana.

Definicién 16.5 Un punto es una singularidad Fuchsiana de si en ese punto p(z) y q(2)
no son ambas holomortas y si el desarrollo de Laurent de las soluciones (base candnica) tiene
una cantidad finita de términos de potencias negativas. Es decir, los cuocientes univalentes
son meromorfos.

Definicién 16.6 Una funcion se dice meromorfa si es analitica en todo el plano complejo
excepto en un nimero finito de polos. Por ejemplo: z/[(z + 1)(z — 3)3].

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente importante teorema, el teorema
de Fuchs, que en el Cap. solo se mostré de manera cualitativa: bajo qué condiciones
es posible tener soluciones con un desarrollo en serie de Laurent con un nimero finito de
potencias negativas.

Teorema 16.5 (Fuchs) Para que z; sea una singularidad Fuchsiana de ((16.1)) es necesario
y suficiente que p(z) tenga en zy a lo sumo un polo simple y ¢(z) tenga en zy a lo sumo un
polo doble, sin ser ambas holomorfas.

Demostracién

1) Demostracién de necesidad.

Sea zp = 0 singularidad Fuchsiana de ([16.1]). Consideremos la base canénica:

Pi(2) = 27 Z c12’ c1-n#0,
o(2) = 272 Z cop 2t + nn(2)y(2) co-m #0,
donde
0 caso cémodo
= caso incomodo
27Ti/\1

Con las definiciones

51:0'1—71,

5220'2—77’1,,
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podemos reescribir las series anteriores de modo que ambas comiencen en el indice cero:

)
Z) = ZU1 ZElMZM 510 7’é 0 s
n=0

o0

Py(2) = 272 ZEQ,,Z” + nln(2)y1(2) Coo £ 0.

v=0

p(z) viene dado por ([16.11]). Observemos que

W = Y1ihy — oty = (¢2> Ui

(G

Pero

e

=nlnz 4 27277 a,z”
o Z
<@> — Q + i(EQ — 7, + V)ayzu+52—51—1 7
(00 z =0

luego

o o 2
n _ — v+oa—o1—1 I - v
—_ ” 2 1 1 v ,
W = <_z + VEZO(JQ — 01+ l/)a z ) (z E Clu2 )

v=0
lo que se puede reescribir siempre en la forma

W:zTZbyz”, by # 0 .
v=0

De aqui,
W' = Z(T—{—V)b,,z”_l” = ZTZ T+ )b
v=0 v=0

p(z) tiene entonces la forma:

W' —17by + (T + 1)brz + - -

PE) == = Do + b1z + -

Si T =0, entonces p(z) es regular en z = 0. Si 7 # 0, entonces p(z) = —7/2+ - - -, luego
tiene un polo simple en z = 0.

De modo andlogo podemos estudiar ¢(z), dado por (16.14)). Por un lado, el factor

Y Yoveo(T1 + v)E, 27 1Gie0+ (@1 + 1)z +---
1/)1 Z:;O:O C1p201 Y z Cig +C112 + -

tiene a lo sumo un polo simple en z = 0.

Por su parte, 9} /1] tiene a lo sumo un polo simple en z = 0. Como p(z) también tiene
a lo sumo un polo simple en z = 0, se concluye que ¢(z) tiene a lo sumo un polo doble
en z = 0.
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11) Demostracién de suficiencia.

Supongamos que p(z) y ¢(z) tienen a lo sumo un polo simple y doble, respectivamente,

en z = 0. Reescribamos ([16.1):
P(z)

fl/ +

con P(z) y Q(z) analiticas:

[o¢] [o.¢]
f:z"g cyz”zg c, 2", co# 0.

v=0 v=0
Entonces
= = ic,,(y +0)2",
< v=0
27 & Y
= ;ZCV(V—Q—O)(V—FO'— 1)z" .
v=0

La ecuacién diferencial nos queda:

Z alc+v)c+v—1)2"+ (Zp,,z“) (Z c(o+ V)z”)

v=0 v=0

Comparando coeficientes para z = 0:
coo (0 — 1) + pocoo + qoco = 0,

es decir, se obtiene la llamada ecuacion indicial:

o(c—1)+pyo+qo=0

Sean las raices de la ecuacién indicial o1 y o9.

Definamos
®(o) =0(0c—1)+poo +qo ,

(16.31)

(16.32)

(16.33)

(16.34)

(16.35)

(16.36)
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de modo que

@(0’1) - CI)(O'Q) =0.
Igualando los coeficientes de 2! en (16.35)):
ci(o +1)o + poci(o + 1) + p1coo + qoc1 + qucog = 0,

callc+1)o +po(oc+ 1)+ q] = —colopr + 1)
a®(o+1)=—colopr + q1) -

Anélogamente, para 2", se obtienen ecuaciones de la forma:
cn®(o+n)=---

De este modo, si ®(c+n) # 0 paran = 1, 2, 3..., podemos dividir por ¢ cada ecuacién
y obtener los coeficientes de la serie.

El procedimiento para resolver (16.31]) es entonces, primero, resolver la ecuacion

para obtener oy y 0s.

Se pueden presentar dos casos:
I)
01— 02 &7 . (16.37)

En este caso,
o1+ n # o9 Vn € Z ,

y por tanto
P(o;+n)#0  VnelZ, i=1,2.

Es posible entonces obtener todos los coeficientes de la expansién en serie de la
solucién. Pero ademas, ((16.37)) asegura que

0-1#0-27

de modo que los coeficientes obtenidos por el método descrito son distintos en
general, y las dos soluciones resultantes son linealmente independientes.

1)
o1 — 092 € Z . (1638)

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
Reo; > Reosy .
Entonces de (|16.38]|) se sigue que

®(oy+n)#0  VYneN.
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Por tanto, el procedimiento anterior de dividir por ®(o;+n) es vélido, obteniéndose
la solucion asociada a oy.

Para o9, por su parte, puede haber problemas, pues ®(os + n) = 0 cuando n =
01 — 09 y no se pueden obtener los coeficientes de la solucion. Esto significa que la
solucion no es de la forma , y se necesita la expresiéon mas general, con un
término logaritmico. De todos modos z = 0 serd singularidad Fuchsiana.

q.e.d.
16.3. Singularidades en infinito
Consideremos el cambio de variable
1
= 16.3
5=~ (16.39)
en la ecuacion (|16.1)), y definamos
— 1
)= 1= 1 (3) (16.40)
Se tiene
ds 1 9
=TT
df B df ds _ odf
dz  dsdz O ds’
&f & df
LA 9837
dz2 0 ds? * ds ’
de modo que f satisface:
*f 25 —p(1/s)df  q(1/s)~
—+ ———=f=0. 16.41
ds? + 52 ds + st / ( )

Este resultado nos conduce a la siguiente definicion:

Definicién 16.7 Infinito es punto de holomorfia de (16.1]) si cero lo es de ((16.41)).

Proposicién 16.2 Infinito es punto de holomorfia de (16.1)) si:

a) 2s — p(1/s) tiene en cero un lugar nulo de multiplicidad doble o mayor (es decir,
2s —p(1/s) ~ s™, con n > 2, cuando s — 0).

b) ¢(1/s) tiene en cero un lugar nulo de multiplicidad cuadruple o mayor.

Demostracién Es inmediata del teorema y de la forma de ((16.41]).

Anélogamente definimos la singularidad Fuchsiana en infinito:
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Definicién 16.8 Infinito es singularidad Fuchsiana de (16.1]) si cero lo es de ((16.41)).

Proposicién 16.3 Infinito es singularidad Fuchsiana de ([16.1]) si no es punto de holomorfia
y al menos

a) q(1/s) tiene un lugar nulo doble en s = 0.

b) p(1/s) tiene un lugar nulo simple en s = 0.

Demostracion Inmediata del teorema de Fuchs y de la forma de (16.41)).

16.4. Ejemplos

1) Ecuacién diferencial de Laguerre:

2f"+ (1 —=2)f"+nf=0, (16.42)
0, equivalentemente,
1—
ff+—=r+Zr=o0. (16.43)
z z

Claramente z = 0 es singularidad Fuchsiana. En cuanto a z = oo, observemos que p(1/s) es

holomorfo en s = 0:
1 1—-(1
SNl
s (1/s)
de modo que z = oo no es singularidad Fuchsiana.
Siguiendo las definiciones ((16.31)), (16.32) y (16.33]) para la ecuaciéon de Laguerre

P(z)=1-=z, Q(z) =nz,
luego
po=1, 00 =0.

La ecuacién indicial es entonces

Estamos pues en el caso incomodo.
En el Cap. 13, Polinomios de Laguerre, ya habiamos encontrado la primera solucién, de
la forma

Uy(z) =27 dyz" . (16.44)
v=0
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Corresponde a los polinomios de Laguerre L,. Falta encontrar la segunda solucién, lineal-
mente independiente con L,:

Uy(z) = Y fo2" + Ui (2) In(z) . (16.45)
v=0
El primer polinomio de Laguerre es L,—o = 1, de modo que:
Uy(z) =In(z) + Z fuz, n=0. (16.46)
v=0
Reemplazando en ((16.42)):
I B ST R BRI L Sy
22 v=2 ’ “ v=1 ’

0=—-1+ 22 fov(v —1)2""1 + Zl fovzt — Zl fovz"

Se sigue la relacién de recurrencia:

forn(WP+2v+)=frv, v>1,

__ v
Escogiendo
fl =1 )
se obtiene
/= (n—-1)! 1
o2 nenl

Asi, las dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Laguerre para n = 0 son:

\Pl(Z) = Lo(Z) =1 s

Uy(z) =In(z) + )

2) La ecuacién
1 1
2 pl /
_ —f = O
2 f —I—z(z 2)f—|—2f
tiene una singularidad Fuchsiana en z = 0. La ecuacién indicial es:
(0-1)— Lo+ Lo
olc—1)——-c+ ==
2 2 ’

luego

01257 oy=1y o1#09.
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1) Obtengamos la primera solucién li., con ¢ = 1/2. En este caso

oo [e.@]
f= \/EZCLVZ” = z:al,z”“/2 )
v=0 v=0
Sustituyendo en la ecuaciéon y comparando potencias de z obtenemos la relacién de
recurrencia
Qy
a, = ——— , v>1
v
Tomando ag = 1:
] 1 1 1
ap=-1, as=— a3 = ———=——, ...,
! P72 TP 2.3 3l
1
_ 1\
av = (=) v!

Luego

- <_1)VZV —z
f(Z):\/ZZTZG V7
v=0 ’
11) La segunda solucién corresponde a o = 1:
f(z) = Zozl,zwr1 .
v=0
Obtenemos la relacién de recurrencia

. Qy41 >
v+1/2° -

a,, =

Tomando ay = 1, resulta

21/
v+ 1)1

2. (=22)"
J2) = Z; (2(1/+i)!! '

a, = (—1)"

16.5. Ecuaciones con n < 3 singularidades Fuchsianas

Nuestro objetivo ahora sera encontrar el tipo de ecuacién mas general tal que sea
holomorfa en todo el plano “completo” (es decir, incluyendo infinito), salvo en 0, 1, 2 6 3
singularidades Fuchsianas, una de las cuales podria estar en infinito. Esto es, p(z), ¢(z),
p(1/s) v q(1/s) deben ser meromorfas.
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Proposicién 16.4 Para que la ecuacién ([16.1)) tenga sélo singularidades Fuchsianas es ne-
cesario y suficiente que se cumplan las siguientes condiciones:

pz) = A (16.472)

q(Z)ZZ{( B G | (16.47b)

k=1
Y Ci=0. (16.47¢)
k=1
Demostraciéon Para que a1, as, ..., a, sean singularidades Fuchsianas, se debe tener que

p(z) a lo sumo tenga un polo de primer orden y ¢(z) a lo sumo uno de segundo orden:

__Pe) )
p(z) = CErARN R (16.48a)
q(z) = Q) (16.48b)

(z—a)? (2 —ap)?’

donde P(z) y Q(z) son funciones regulares.
Para que z = oo sea a lo sumo singularidad Fuchsiana, se debe tener que

1 2
p 3 =a1S+ass” +---

1
q(g) = aps® +azs® + -+

Pero, de (T6.45),

1 P(1 1
pl—|=s" (1/5) ~s"Pl—-), sis—=0,
s (1 —sag)-- (1 —say) s
de modo que la mayor potencia de 1/s en P(1/s) debe ser 1/s"~*. Es decir, P(z) debe ser un
polinomio al menos un grado inferior al grado del denominador de p(z). Un andlisis similar
conduce a que el grado de )(z) es al menos dos grados inferior al grado del denominador de

q(2).

De esto se sigue que podemos descomponer p(z) y ¢(z) en fracciones parciales en la forma:
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La ultima condicién viene de exigir que el grado de Q(z) sea al menos dos grados inferior al del
denominador de ¢(z). En efecto, al sumar las fracciones parciales, los términos que contienen
Cj son de la forma Cy(z — ax) [[}.(2 — ;)% que tiene grado 142 (n — 1) = 2n — 1, que
es so6lo un grado inferior al grado del denominador. La mayor potencia de z aparece en un
término de la forma 2*"~' 3"} Cj. Por otro lado, los términos que contienen By son de la
forma By [} (2 — a;)?, de grado 2- (n — 1) = 2n — 2 a lo sumo. Por tanto, el numerador es
de grado 2n — 2 o inferior si ), _, Cy = 0.

q.e.d.

Ahora revisemos cada uno de los casos que nos interesan.

16.5.1. n = 0 singularidades Fuchsianas

Para que p(z) y ¢(z) no tengan singularidades deben ser de la forma:

p(2) = po+p1z +pez + -+
q(z) =qo+ @z + g+

De este modo

1 1 1
Pl\=)=Potpi-+p2g+ -
S S S

1 1 1
I\ 7 )=+t +t@g5+
s s s

Pero entonces 2s — p(1/s) tiene un cero en s = 0 sélo si p(1/s) = 0, y ¢(1/s) tiene un cero
en s = 0 sblo si ¢(1/s) = 0. Luego, por la Proposicién [16.2, z = oo puede ser punto de
holomorfia sélo si

p(z) =q(z) =0.
Sin embargo, esta condicién implica a su vez que infinito es singularidad Fuchsiana (Propo-
sicion . Esto es una contradiccion, luego no existen ecuaciones de la forma sin
singularidades Fuchsianas.

16.5.2. n =1 singularidades Fuchsianas, en z = o
De lo dicho en la Subseccion [16.5.1} si la ecuacién (16.1)) tiene una tnica singularidad

Fuchsiana, y localizada en z = 0o, entonces
p(z) =q(2) =0,

de donde, en ((16.47))

La ecuacién con una singularidad Fuchsiana en z = oo es pues
=0, (16.49)

y su solucion es
f(z)=c +caz . (16.50)
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16.5.3. n =1 singularidades Fuchsianas, en z =0
En este caso n =1 en (16.47)), y por tanto, de (|16.47c|),
Cl = O .

Luego, escribiendo Ay = Ay B; = B,

, q(z) =

Y

B
22

y la ecuacion es de la forma:
A B
f”+_f/+_2f:0
z z

Pero z = oo es punto de holomorfia, de modo que (Proposicion |16.2)

a)
1
23—p(;) =2s — As

debe tener al menos un lugar nulo doble en s = 0, vale decir,

A=2.

1
s
debe tener al menos un lugar nulo cuadruple en s = 0, luego

B=0.

La ecuacién con una singularidad Fuchsiana en z = 0 es entonces

"+ %f’ =0. (16.51)
Sus soluciones:
h=a (16.52)
c :
P

16.5.4. n = 2 singularidades Fuchsianas, en z =0y 2 = o0

En este cason =1 en , de modo que C; = 0. Escribamos A; = Ay B; = B. Para
que infinito sea singularidad Fuchsiana, de la Proposicion se sigue que 2s — p(1/s) =
2s — As debe tener un lugar nulo simple en s = 0 y ¢(1/s) = Bs? debe tener un lugar nulo
doble en s = 0. Ambas condiciones se cumplen, de modo que no hay nuevas restricciones
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sobre A y B. La ecuacién mas general con dos singularidades Fuchsianas, una de ellas en
infinito, es la ecuacion diferencial de Euler:

1" AI B
f'+ S+ 5 =0 (16.53)

Determinemos sus soluciones. La ecuacién indicial es
olc—1)+Ac+B=0.

Sean oy y 09 las dos soluciones de ella:

QZ%Q—A+¢Q—AV—W),

@:%@—A—vu—Aﬁ—m).

1) Caso oy # 03 (caso c6modo).
En cualquier dominio de conexién simple que no contiene al cero z°' y 292 son dos solu-

ciones l.i. La solucién general es
f=c127" 4 27 . (16.54)

2) Caso 01 = 03 (caso incémodo).
Una solucién no trivial es:
fl = 27,

La otra viene dada por:
fo=2"Inz,

como es facil comprobar reemplazando en ((16.53]).
La solucion general en este caso es entonces

f=cz"(1+cInz) . (16.55)

16.5.5. n = 2 singularidades Fuchsianas, en z = a 'y z = b, holomorfa
en infinito

La ecuacién y sus soluciones se obtienen del caso anterior por medio de la transformacion:

zZ—a
_ 16.56
e (16.56)
En efecto, bajo esta transformacion:
0—a,

oo — b .
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La ecuacién diferencial queda de la forma:

22 —2aA(a — b)
(z—a)(z—0)

" / B(a—b)2
o L P T

; /=0,

lo que se puede reescribir, con las definiciones adecuadas,

&

" 2Z+Z , -
f_%@_axz—@f*_@—ayg—byf—O'

(16.57)

Las soluciones se obtienen simplemente aplicando la transformacion (16.56)) a la solucién
hallada en la Subseccién [16.5.4

z—a\" z—a\"?
f=q<z_b> +@(z_b) : (16.58)

r-a(325) fren(323)] (16.59)

1) Caso cémodo:

2) Caso incémodo:




Capitulo 17

Funciones hipergeométricas

versién 9 noviembre 2009

En el capitulo anterior encontramos la forma general de todas las ecuaciones con n < 3
singularidades Fuchsianas. En éste estudiaremos el siguiente caso en complejidad: n = 3.
Escribiremos la forma general de una ecuacién con tres singularidades Fuchsianas, y la resol-
veremos. La ecuacion hipergeométrica sera la ecuacion con mayor nimero de singularidades
Fuchsianas que estudiaremos, pero sera suficiente para nuestros propositos, dada la riqueza
de sus soluciones. De hecho, muchas funciones especiales que ya hemos visto o que veremos
en los capitulos siguientes se pueden escribir como casos particulares de funciones hiper-
geométricas, de modo que la funcién hipergeométrica puede ser vista como la solucién para
una gran familia de problemas de interés en Fisica.

17.1. La ecuacién hipergeométrica general
Consideremos la ecuacién diferencial
U+ p(z)¥ +q(z)¥ =0, (17.1)
con tres singularidades fuchsianas localizadas en:
n=A, =B, 23 =0C",

y con z = oo punto de holomorfia.
Para que la ecuacién ((17.1) tenga singularidades fuchsianas, p(z) debe tener a lo més un
polo simple en cada una de ellas, tomando la forma:

h k l
= . 17.2
p(z) z—A+z—B+z—C’ (17.2)

Para que z = oo sea punto de holomorfia

1 hs ks ls
28_p(g)_25_1—A3_1—Bs_1—03’ (17'3)

191
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debe tener a lo menos un lugar nulo doble en s = 0. Lo anterior implica que

0:2s—p(1) ~2s —hs(1+ As) —ks(1 — Bs) —ls(1 = Cs) +---
s

—@2-h—k—Ds+---, s~0,

es decir, las constantes debe satisfacer la condicién h + k + | = 2. La caracteristica de singu-
laridades fuchsianas impone sobre la funcién ¢(z) a lo més polos dobles en las singularidades,

es decir,
Q(2)

L E | ey e
y para que infinito sea punto de holomorfia ¢(1/s) debe tener a lo menos un lugar nulo

cuddruple en s = 0. Luego a lo sumo Q(z) debe ser un polinomio de grado 2. En efecto, si es
asi,

(17.4)

(2) = a+bz + cz? B a+b/s+c/s?
T = G=APE—BR(-C)P  (I/s—AP(1/s— B (I/s—C)*’
as® +bs +c /s> as®+bs+c

(1— As)2(1— Bs12(1—Cs)21/s0 (1—As)?(1— Bs)>2(1—Cs)?

(17.5)

Esto claramente no impone nuevas restricciones sobre ¢(z), la cual podemos escribir de forma
general como:

B Q(2) L
q(z) = (z—A)(z— B)(z - C) [(Z_A)(z—B)(z—C)]

- (zi{AUf{B*z—Lo) [(Z—A)(z—lB)(z—(])] '

Reemplazando la forma general de p(z) y ¢q(z) dadas en (17.2) y (17.6) en ((17.1)) obtenemos
la ecuacion hipergeométrica general:

h k [
\Ij” \Ij/
* |:Z—A+Z—B+Z—C:|

(55 o) [emae—me=o) T

con h+ k+1=2, i.e. 5 constantes libres.

(17.6)

17.2. Ecuacion indicial

Consideremos la singularidad fuchsiana en z = A, su ecuacién indicial corresponde a:

0(0—1)+ha+<A_BiA_O>:0. (17.8)

Sean o y o/ las dos soluciones de esta ecuacion, entonces

Oé-i-O/Zl—h y aa/:
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Andlogamente sean fy 'y v v 7/ las soluciones respectivas de la ecuacién indicial en las
singularidades fuchsianas z = By z = C, con

K

+8=1-k, 8= GrE o

T+ =11 7 = -
’ (C—A)(C—-B)
Tenemos a+ o'+ 3+ +v++ =3-k—-1l—-h=3—-(k+1l+h)=3-2=1
De lo anterior podemos eliminar de la ecuacion hipergeométrica los coeficientes h, k, [,
H, K, Ly escribirla en funcién de o, o/, 8, 8/, vy v/

" l—a—ad 1_ﬁ_5/ 1_’7_7/ o (C_A><A_B)(B_C>
v +[ z—A + z—B * z—C 1\11 {(Z—A)(Z—B)(Z—C) (17.9)
X( ad/ N BB N gk )xpzo

(z—A)(B-C) (z—B)(C—-A4) (z—C)(A-B) ’

con singularidades fuchsianas en z; = A, 20 = By 23 = C' y 5 constantes independientes, ya
que tenemos la restriccion de que

at+td +8+0 +7+49 =1.

La solucién més general de esta ecuacién es la llamada funcion P de Riemann la cual deno-
tamos por

A B C
U(z)=PK o [ v z ;. (17.10)
O/ /B/ ,.)//

17.3. Ecuacion diferencial de Gauss

Consideremos el caso particular 217 = A =0, 20 = B =1y 23 = C — oo. Elegimos
ademads o/ = 8’ = 0, obteniendo

1-— 1—
\Il//+|: Oé+ ﬁ:|\p/+

/

Y
z2(z—1)

U =0. 17.11
z z—1 ( )

Las constantes deben satisfacer a + 3+ v+ ' = 1, lo cual deja sélo tres constantes indepen-
dientes. La ecuacién (|17.11)) es conocida como ecuacion diferencial de Gauss y su solucion,
escrita como funcién P de Riemann, es:

00
vz o). (17.12)
,}//

Haciendo un cambio de notacion

l—-a=c, vy=a, v =0b.
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Podemos despejar 3 a partir de la condicién que satisfacen las raices de la ecuacién indicial,

f=1l—-a—v—°'=c—a—-0,

luego, la ecuacion diferencial de Gauss (17.11)) queda de la forma

l+a+b)z—c ab
v ( V4 ——0=0. 17.13
* 2(z—1) * 2(z—1) ( )
Su solucién, escrita como funcién P de Riemann
0 1 00
U(z) =P 1—c c—a—b a z » . (17.14)
0 0 b
Busquemos soluciones de ((17.13)) de la forma
U(z) =Y d,z",  condy=1. (17.15)
v=0

Recordemos que z = 0 es singularidad fuchsiana de (17.13)) y las raices de la ecuacién indicial
corresponden a 01 = 0y 09 = 1 — ¢. Podemos reescribir (17.13)) de la forma

2=V +[(1+a+b)z—V +ab¥ =0, (17.16)

Reemplazando la serie (17.15) en (17.16)) e igualando potencias del mismo orden, obtenemos
una relacion de recurrencia para los coeficientes d,,,

(v+a)(v+0)
dyy1 = —————=d, arav=20,1,2,.... 17.17
T oW P (17.17)
La exclusiéon de ¢ = 0, —1,—2, ..., no es siempre necesaria, ya que es posible que se anule el

numerador.

Definicién 17.1 Definimos la funcion hipergeométrica o F (a, b, c; z), por la siguiente serie:

ab ala+1)bb+1) ,
F bc:z) =1+ —
21 (0, b, ¢52) + cz+ clc+1)2!

(17.18)

La serie geométrica es un caso particular de la anterior

2F1 (1,b,b,Z) = ZZV .
v=0

El radio de convergencia de la serie hipergeométrica es igual a uno, exceptuando el caso
cuando a o b son iguales a cero o a un entero negativo, en tal caso el radio de convergencia
es infinito.

Observando ((17.17)), se sigue que o F7 (a, b, ¢; z) es solucién de ((17.13)), correspondiendo al

indice o; = 0.
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Busquemos ahora la otra solucién linealmente independiente correspondiente a la solucién
de la ecuacién indicial oy = 1 — ¢. Planteamos

U(z) =2"(z), c#1,

U'(z) = (1—c)zp(2) + 2 °¢/(2)
U (2) = —(1 —c)ez ™t (2) +2(1 — )27 %¢ () + 2" ¢ (2) .

Reemplazando en (|17.16))
2z=1)¢"+[(a+b—2c+3)z2—(2—¢)]¢+(a—c+1)(b—c+1)p=0. (17.19)

Sustituyendo
c—2—c, a—a—c+1, b—b—c+1,

se obtiene la ecuacién hipergeométrica de Gauss, por lo tanto la solucién para ¢(z) en ((17.19)
es:
d(z)=oF1(a—c+1,b—c+1,2—c;z), conc#2,

luego la otra soluciéon de es
U(z)=2""%F(a—c+1l,b—c+1,2—c;2) . (17.20)
Hagamos un resumen de los resultados anteriores. La ecuacion diferencial de Gauss
2=V +[1+a+b)z— V' +ab¥ =0, (17.19)
bajo la condicién de que ¢ € Z tiene como base de soluciones con centro en cero:

Uy =5F (a,b,c;2) , (17.21a)
Uy =2""%F(a—c+1,b—c+1,2—c;2) . (17.21b)

Si ¢ = 1 las soluciones ¥, y ¥y coinciden, en ese caso se debe plantear

Uy(z) = ¥i(2) In(z) + Z c, 2" .

Derivando y reemplazando en la ecuacién diferencial obtenemos una relaciéon de recurrencia
para los ¢,.

17.4. La serie hipergeométrica

Analicemos en mas detalle la serie hipergeométrica

L ab  ala+1)b(b+1) , =,
gFl(a,b,c,z)—l—l—?z—l— (et 1) z +-~-—;fl,ﬁ, (17.18])



196 CAPITULO 17. FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

tenemos para el coeficiente n + 1

ala+1)(a+2)---(a+n)b(b+1)(b+2)---(b+n)

Josr = cle+1)(c+2)--(c+n) ’
F _Tla+n+1DIb+n+1) T(c) (F@—w)
(aa T(c+n+1) T'(a)L(b) \I(c—b)

Reescribamos la serie hipergeométrica usando el anterior resultado:

L NG T(c—bI(b+v) 2¥
Fr(abe) = Forpre 5 2 Tty et
pero
De=bTO+Y) _ g ps)
C(e+v) ’ ’
B(m,n) :/0 "1 =) dt = % , param>0yn>0.

Reescribimos la serie, usando la expresién integral de la funcién beta,

I ! ad T Y 2
2F1 (a, b,C;Z) = (—C)>/ tbfl(l _t)cfbfle ¥ dt ’
0

Lb)T(c—10b ['(a) V!

v=0

con Re[c] > Rel[b] > 0.

Ahora como
o

(1—tz)*= Z %t”z” :

v=0

La forma integral de la funcién hipergeométrica es:

1 1
%/t“%l—w““%l—myﬂﬁ,
0

F )
2 1(&,6,0,2) B(b,C—b

con Re[e] > Re[b] > 0, | z| < 1 y donde t es una variable compleja.

Proposiciones

1 z
a) oFi (a,b,¢;2) ZWQFI (a,c—b,c;—2_1>.

1 2z
b) oF) (a,b,c;2) :mﬂ?l (c_a’b’csz_—l)‘

F(e)l'(c—a—0)

c) oF (a,b,c;1) = Tle—aT(c—b)

d) 2F1 (a,b,¢52) = (1= 2)* % F1 (c — a,c = b,c;2).

(17.22)



17.4. LA SERIE HIPERGEOMETRICA 197

Demostraciones

a)

(1j@aﬂﬂ(mc_aq;§7>=f@§%ézyluﬁ“%y%f*(l—zfl)a(rf@aﬁ,

haciendo el cambio de variable 1 — ¢ = ¢/
1 z ING) L b
JE— F _ b .- B S t/ 1— t/ c—b—1
T ( ’C’z—1> rre g J, 10

Jaa (- 020 ",

1 L~ _ F(C) ' b—1 c—b—1 —a
mgFl(a,C—b,C,z_l)—F(b)r(c_b)/o t (1—t) (1—?52’) dt,
=2l (a,b,¢;2) .

b) Directo usando a) y la relacién de simetria

2F1 (a,b,¢;2) = oFy (bya,c;2) .

¢) y d) Tarea.

Consideremos la expansién en serie de la funcién In(1 + z) con centro en z = 0:

22 23 A

In(l42)=2—— 4+ = 4. 1
n(l+z)=z 2—|—3 4—|— : para|z| <1,

1x1 I1x2x1x2 Ix2x3x1x2x3
In(1 = 1 — L T T T ()2 —2) ..
n(l+:2) Z<+2><1!( Dt axa T T T gxaxa T )

y4 z
Frl1,1,2;:—— ) .
22 l(aaal_i_z)

La ultima igualdad corresponde a la propiedad @) probada anteriormente. Tenemos que para
| z| < 1 sirve la primera expresion zoF (1,1,2; —2) y no la segunda, para | z| > 1 la primera
expresion no nos sirve y si la segunda. Probemos, en forma explicita, la ultima relacion,

z z z 1 =z 1 z 2
F(1,1,2; = 1+ =
1+z“<” ’1+z> 1+z<+21+ +3(1+>+ )

T
:_m0_1i92“”«11>:m“+@'

In(1+2)==20.F(1,1,2;—2) =

_l_

z



198 CAPITULO 17. FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

17.5. Ecuacion hipergeométrica confluente

Consideremos la ecuacion diferencial de Gauss con singularidades fuchsianas en z = 0,
z=1yz—00
2=V +[1+a+b)z—cV +ab¥ =0 .

Al reemplazar z = % nos queda

% (% _ 1) j—;\y (%) n [(a—i—IH— 1)% —c] d%tlf (%) +ab b (%) ~0. (17.23)

Definimos ¥ (u) = ¥ (%) y evaluamos las derivadas
dv d _/u\N1 1d _/u v 1 d*_ ju
L)) ()

b) b bdz \b du? ~ b2dz2 \b
Dividiendo (|17.23)) por —b,
(g () [ e i () v () =0,

u\ d*W0 a+1 A -

Simplificando la notacién, cambiamos la variable de u a z y la funcién de ¥ a ¥. Ademsds,
haciendo tender b — oo obtenemos:

20 (2) 4+ (c—2) ¥'(2) —a¥(z) =0 . (17.24)

La anterior es conocida como la ecuacion hipergeométrica confluente y su solucion se denota
por 1 F} (a,c;z). Esta ecuacion tiene una singularidad fuchsiana en z = 0 y una singularidad
esencial en z = co. Una de las soluciones en torno a z = 0 es:

[ abz a(a+1)b(b+1)2?

14+ =2 o4
+1cb+1><2><c(c—i—1)b2+ ’

lfm o F, (a, bc: %) — lim

b—o0

az ala+1)2?
F . -1+ _-= T
hilaesz) =14 g+ 2oy g

Esta serie es conocida como la serie hipergeométrica confluente. Tiene radio de convergencia

(17.25)

infinito siempre que ¢ # 0, —1,—2, —3,.... La otra solucién de la ecuacién diferencial es:
B z\ 1—c z l—e
bhm <E> 2F1<a—c+1,b—c—|—1,2—c;g>:z WFila—c+1,2—c;2) , (17.26)
— 00
conc#1,2,3...
Proposiciones

a) e =1F (a,a;2).
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b) Ferf(z) = 21K (3,5 -2).
C) 1F1 (a) C)Z) _ m fol(]. . t)cfafltaflezt dt
d) 1F1(CL,C;Z>:elel(C_aac;_Z)'

Demostraciones

a) Directa a partir de la definicién dada en ([17.26]).

z z t2
ﬁerf(z) = / e dt = / (1 - —+
2 ; ; 1

23 2° 27

b)

t4
‘Y

=z

T3x 1 TExa Txa

1/2 22 1/2 2 24
:z(l /z_i__/><3/z+”)7

3/211 7 3/2x5/221

13
=z (5,5;—,22) .

c) y d) Tarea.

199
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Capitulo 18

Polinomios de Legendre

versién 16 noviembre 2009

En diversos problemas fisicos (gravitacion, electrostatica, etc.) nos encontramos con fuer-
zas que dependen del inverso de la distancia entre dos cuerpos. Los polinomios de Legendre
aparecen naturalmente en el problema geométrico de determinar esta distancia inversa, lo
cual los vincula con numerosas situaciones de interés fisico.

18.1. Funcién generatriz

Consideremos dos radios 7y y r que unen un punto O con dos puntos, A y B, respectiva-
mente:

O B

La distancia d = AB est4 dada por:

d= \/7"2—1-?"8—27“7’0(:089.

Definamos
r=cosf, —-1<zx<1.

Sir>rgys=ry/r <1, conviene escribir
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Si, por el contrario, r < rg,y s =1/r¢9 < 1:

1 1 1

d_T’_o\/l—ksZ—QSx.

En ambos casos, la segunda fraccién es la misma y resulta ser precisamente la funcién
generatriz de los polinomios de Legendre.

Definicién 18.1

U(x,s) = m Z P,( (18.1)

es la funcion generatriz de los polinomios de Legendre P,(x).

Observemos que ¥ (z, s) puede ser expandida en serie de Taylor en el argumento (s> —2zs):
1 3
Y(x,s) = [1+ (s* = 2xs)] V2 =1 - 5(32 —2xs) + §(32 — 2s1)% —
1
:1—|—a:3—|—§(3x2—1)32—--- :

lo cual nos permite encontrar expresiones explicitas para los polinomios de Legendre:

Py(x) =1, (18.2a)
P(zx)=uz, (18.2b)
1
Py(x) = 5(3x -1), (18.2¢)
1
Py(z) = 5(53:3 —3z)... (18.2d)
Considerando el caso particular x = 1 en (18.1):
¥(l,s) = ! _ ! :1+s+52+53+...:iP(1)s".
7 V1+s2—-2s 1-—s5 et "
Luego
P.,(1)=1 VneNg. (18.3)
Analogamente, tomando x = —1:
P(—1,s) = ! _ ! :1—s+32—33+...:§:P(—1)3".
’ V1i+s2+2s 1+s ~ "
Luego
P,(-1)=(-1)" VYneN,. (18.4)
También es inmediato evaluar P,(0):
11,3, B 21/—1!!2,,_‘” n
V(0,8) = == =1 5"+ s+ 1+Z o =Y " P.(0)s"

n=0
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luego
P,(0) =0 sin esimpar,
2v — 1!
Po(0) = (-1 2

o Sr=l
Py(0)

1.

18.2. Relaciones de recurrencia

1) Derivemos ((18.1)) respecto a s.

X _ —1(1 + 52 — 2x5)73/%(25 — 22)

0s 2

r—s >
e - P, n—1
1+32—2x5w ;n (2)s"

es decir

(1+32—2:133)88—f—(a:—3)¢:0.

Introduciendo la expansién ((18.1) e igualando coeficientes de s”, se obtiene la relacién de
recurrencia

(n+1)Pi1(x) —2(2n+ 1)P,(z) + nP,—1(z) =0|, n>1, (18.5a)

2) Escribamos los polinomios de Legendre en la forma

n

P,(z) = Z Ap ™ (18.6)

m=0

Reemplazando en ([18.5)) y comparando coeficientes de ™! se sigue que:

(n + 1) Q(n+1),(n+1) = (2n + l)amn ,

_2m—1
m

Am—1,m—1 m Z 1. (187)

Gm,m

Esta es una relacién de recurrencia entre los coeficientes supremos de los polinomios de
Legendre. Puesto que ago = 1 [relaciones ((18.2))], se sigue que
1-

an =1, a22:—1 9 as3 =

w

1-3-5
T 9.3

\V)

y en general
_@2n=D! (2n)!
B n! Com(ph)2 (18.8)

ann
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3) Derivando (18.1)) respecto a x se obtiene:

zP(x) — P._,(x) =nP,(x) (18.9)

Derivando ([18.5)) respecto a x, y combindndola con (18.9) para eliminar el término en
P! (x):

Fry(x) = Py (2) = (2n 4 1) P(x) (18.10)
Restando ((18.9) y (18.10)):

Pl (@) — 2Py(2) = (n+ 1) Py(w) (18.11)

18.3. Coeficientes del polinomio P,(z)

Consideremos (18.1)) y expandamos ¢ (x, s) en serie de Taylor:

v RS ISt

k=0

donde

(_1/2): (-1/2)) &

Por su parte,

de modo que

R

Deseamos intercambiar el orden de las sumas. Para ello observemos la siguiente figura:

]

- k=n
i e e e

ORFRP NWHMULONO®
|
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Efectuar la doble suma equivale a sumar sobre los pares ordenados (k,n) indicados con
puntos en la figura. El orden en que se realizan las sumas corresponde a desplazarnos sobre
el eje horizontal, escoger un valor de k, y luego desplazarnos sobre el eje vertical, recorriendo
los valores de n entre n = k y n = 2k. Equivalentemente, podemos desplazarnos primero
sobre el eje vertical, escoger un valor de n, y luego recorrer los puntos horizontalmente entre
los limites k = [(n + 1)/2] y k = n. Asi, la doble suma se puede escribir:

SIS ()5 )z

n= Ok ’n+1]

donde

n—+1 n .
= — si n es par,
2 2
n

[n+ 1} +1 . :
=— si n es impar.

Comparando con ((18.1)), identificamos

Py(x) = zn: (_;/2) (nfk)(—zx)%—n.

=]

Definiendo p = n — k, el limite inferior de la suma corresponde a p=n—[(n+1)/2] = [n/2],

de modo que
- £ - () Yoo

o bien

(18.12)

De (|18.12]) es facil deducir que:
— P,(z) es par si n es par.

— P,(z) es impar si n es impar.

18.4. Foérmula de Rodrigues

Puesto que
£w2(n—u) — (2n — 2:u>!l,n—2u ’
dx™ (n —2u)!
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(18.12)) se puede reescribir en la forma:

5]

1

P,(x) = —1)¥ 2(n—u)
(z) AL u:o( ) pul(n — p)! den
]_ dn [Xg]:( 1)# TL' Q(niu)
= - —1)
2nn! dzn = ul(n — p)!
1 d*,
= —~ (22 —=1)"
2nn) dam (@ i
obteniéndose la formula de Rodrigues:
1 d
P — — (22— 1) 18.1
(1) = 5o (a2 1) (18.13)

La férmula de Rodrigues nos permite demostrar facilmente diversas propiedades de los
polinomios de Legendre, como veremos en las siguientes secciones.

18.5. Ecuacion diferencial de Legendre

Nos interesa ahora determinar la ecuacién diferencial de la cual los polinomios de Legendre
son solucién. Sea

u(z) = (22 —1)" .

Entonces

u'(z) = n(a? —1)" 2z,
(2 — D' (z) = 2na(2® — 1)" = 2nau(x) ,
dnJrl ) , dn+1

2nzu(x) .

T L

Desarrollando las derivadas de productos a ambos lados de esta expresion:

(22 — DuD(g) + (" ’ 1) 22u™ ) (z) + (”; 1) 2™ () =

1
2nzu™ (z) + <n N

| )Znu(”) (x)

(22 — Du™?2(2) 4+ 226 (2) — n(n + Du™ () =0 .

Luego, con (|18.13)), obtenemos la ecuacion diferencial de Legendre:

(2 — 1)P"(x) +22P,(z) —n(n +1)P,(z) =0 (18.14)
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18.6. Lugares nulos de P,(x)

Proposicién 18.1 P,(x) tiene lugares nulos simples en el intervalo (—1, 1).

Demostracién Sea u(z) = (2? — 1)". Entonces u(z) tiene lugares nulos de multiplicidad n
en z = £1. Como u(—1) = u(1) = 0, por el teorema del valor medio u'(xy) = 0 para algin
zo € (—1,1). Pero v/(—1) = «/(1) = 0, luego también es cierto que u”(x) se anula dos veces
en (—1,1), una vez en (—1,x¢) y otra vez en (zo, 1). Procediendo sucesivamente, se encuentra

que u™(z), y por ende P,(z), se anula n veces en (—1,1).
Estos ceros son necesariamente simples, dada la condicién de polinomios ortogonales de

los polinomios de Legendre (seccién y teorema [11.2).
q.e.d.

18.7. Relacion de ortogonalidad

Supongamos 0 < m < n, y observemos que, por la férmula de Rodrigues ([18.13)):

1 1
2"n)! / t™ Py (t) dt = / tmu™M(t) dt

1 -1

donde u(t) = (t* — 1)™. Integrando por partes:

1
2"n) / t™ Py () dt = t™u" Y (t)

1 1
—m / tm Ly =D () dt
1 -1 -1

El término de borde es cero pues u™(£1) = 0 si m < n. Analogamente, integrando por
partes m veces:

1

1 1
Q”n!/ thn(t)dt:(—l)mm!/ w4 dt = (=)™ ml V(@) =0

1 1 -1

Luego P,(z) es ortogonal a todo polinomio de grado m < mn en el intervalo [—1,1], en
particular a P, (x).
En el caso m = n, el producto interno entre los polinomios de Legendre es:

(2mnl)? /_ P2ty di = /_ (™ (1) dt

1 1
Integrando por partes:

1
(2"n!)2/ P2(t) dt = u™yY

1

1 1 1
_/ uM (u I () dt = — / u D (@I () dt
—1 -1 -1
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pues el término de borde es nulo. Asi, integrando por partes n veces:

(2%!)2/1 P2(t)dt = (—1)" /1 u® (t)u(t) dt

1

2n

dt2n [(t2 - 1)n] = (277’)'7

Usando que

1

(2%!)2/1 P2(t)dt = (—1)"(2n)!/ (—=D)™(1 — 3" dt

1 -1

— (2n)! /1 (1—t)"(1+t)"dt .

1

Integrando por partes:

(L48)+!
n+1

1 1
n
+ 1—)" Y1 +t) " at
B = [ a-oras

1

(2"n!)? /1 P2(t)dt = (2n)! [(1 — )"

= (2n)!

/1 (1—t)" 1+ )"t dt

n+1/_4

Analogamente, integrando por partes n veces:

(2%!)2/_1 P2t dt = (2 M= D =2)-- 21 /1 - (14 1) dt

1 (n+1)(n+2)--2n J,
n! 1 ! (n!)?22n+!
= (2n)'n! — L+t =221 =
e T TE T A S B war
Obtenemos asi la relacion de ortogonalidad:
! 2
/ PO dt = 5=t (18.15)

Notar que, en particular, la relacién anterior implica que | P,(t)| < 1 en [1, 1], para todo
n>1.

18.8. Expresiones integrales para P,(x)

Sabemos, por el Teorema de Cauchy, que una funcién analitica se puede escribir en térmi-
nos de una integral de contorno:

f(n)(z) = n—‘j{(‘f&du .

C2mi J (u— )t
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Sea

f(2) = (2 = 1)

Entonces los polinomios de Legendre se pueden escribir en la forma:

P = 1) = o g

u —

obteniéndose la formula de Schldfli:

P,(2) L1 %Mdu (18.16)

T2 2m (u— z)ntl

Integremos sobre una circunferencia de centro z y radio p. Entonces

u=z+ pe? 0<o¢<2m,
du = ipe' dp = i(u — 2)do ,

luego

u? —1 B 2% + 22pe'® + p2e?i® — 1

u—z peie

1 . .
T (22 = 1)e™™ + 2zp + p*e] |
de modo que

11 1, i 2 isqn .
0

111 [, —ig 2_ip|"

:2_71%’0_” [(z —1)e ™ +2zp+pe } do .
0

Si z # +1 podemos tomar p = /22 — 1, con lo cual la relacién anterior queda:

L1 >, : n
_ i —i¢
=8 [02 e + sz]n dg

2 S 2p
1 27

[pcoso + 2] do .
Se obtiene asi la relacion de Laplace:

P.(z) L /27r [z + V22 — 1cos gb]n do (18.17)

:27T

Para z = 41 tenemos simplemente

P(+1) = (£1)" .
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Corolario | P,(z)| <1 VneNy, Vexe|[-1,1].

Demostracién Sea x € [—1,1]. Adoptamos la convencién de que la raiz cuadrada es un
nimero positivo, y escribimos

Vo2 —1 =41 —a? .
El integrando en (|18.17)) satisface:

2
‘:p—i—i\/l—ﬁcosqb‘ =2°+ (1 —2)cos?p<a*+1—-2>=1,

2\ n/2
) <1,

n 1 2w
$+i\/1—1‘2008¢‘ d¢§2—/ dp=1.
T Jo

luego

(‘x—l—ivl—af?cosgb

Asi,
1 2
Py(z)] < —
P@l< 5 |

q.e.d.

Poniendo z = cos @ en (18.17)), v/22 — 1 = isenf, se obtiene la representacién adicional:

1 27
P, (cosb) = By / (cosf + isenfcos )" do ,
0

™

1 s
P,(cosf) = ;/ (cosf + isen cos ¢)" do (18.18)
0

18.9. Serie de Legendre

Los polinomios de Legendre, siendo ortogonales en [—1, 1], son candidatos a ser una base
en ese intervalo, de modo que una funcién arbitraria podria ser escrita como una combinacion
lineal de los P,. Estudiemos esta posibilidad.

Si la serie Y a,P,(x) converge uniformemente en [—1,1] y representa alli a f(z), es

decir,
= Z a,P,(x) ,
v=0

entonces

2 2a,
/f :Za”/ dx_za””z Y1 2+l

Entonces los coeficientes de Fourier de f(x) respecto a los polinomios de Legendre estan
dados por:

0 — (n+ 1) /_l F(@)Py(2) dz . (18.19)

2) Ja
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A la inversa: Sea f(z) una funcién dada, acotada y seccionalmente continua en [—1,1].
Entonces se pueden calcular los coeficientes de Fourier a, respecto a P, y construir la serie

> a,Py(x) .

. Converge la serie? Si converge, ;jrepresenta a f(x)?
Para saberlo, tomemos el médulo de ((18.19)):

1 1
lan | < <n+§>/1|f(x)||Pn(x)|dx
Sea M = méx,e—1,1) | f(x)]. Como | P,(x)| <1,
la, | < <n+%) 2M = (2n+1)M .

Esto no es muy 1til, pues si bien es una cota para los coeficientes a,, la cota crece con n, y

no podemos mostrar que a,, — 0.
n—oo

Intentemos ahora con una integracién por partes. Si f” existe y es continua en [—1,1],
entonces se puede integrar por partes ((18.19)), obteniéndose

1 1 1 z
an=(n+= — / f’(x)/ P,(2") dz' dx
2 —1 —1 —1
Pero, de la relaciéon de recurrencia (|18.10)),
* 1
| piaar [Pra(z) = Pacs ()]

. B

f(x) /x P, (x") d2’

-1

con lo cual L
an =3 / P @IPa(w) = Pra(w)]do

(En principio, esta relacién es sélo vélida para n > 0, pero ello no importa, pues nos interesa
encontrar cotas para a,, y basta encontrarlas para n suficientemente grande.) Asi,

1 /1 1
o <5 [ 7@ Pea@) |+ [Pl do < [ ]| do= 201
-1 -1
donde
M = méax |f'(z)] .
mix [ ()]

Vemos que, en efecto, integrar por partes resulté una mejor estrategia, pues la cota obtenida
ahora no crece con n, sino que es constante. Ain no es suficiente para mostrar convergencia,
pero el resultado sugiere que vale la pena integrar por partes una vez més. Realizando entonces
el mismo procedimiento suponiendo que f” es seccionalmente continua en [—1, 1] se obtiene
que

1
|61,n’2¥14,
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para n suficientemente grande, y A cierta constante. Por tanto, > |a, | converge, luego
> > g anP,(x) converge uniformemente.

Ahora nos preguntamos: Dada una funcién f, calculamos los coeficientes a,, y sabemos
que > 7 a,P,(x) converge uniformemente. ;Representa esta serie de Legendre la funcién
f(z)? Para responder, consideremos la diferencia entre la serie y la funcién f(x):

g(x) = f(x) = Y a,Pya)

Los coeficientes de Fourier de g(z) son:

1
b, = (n + 1) / g(x)P,(z) dex = (n + l)
2) /], 2
:an—ZaV(Sm, =0.
v=0

Afirmamos que

1

P,(z)P,(z) d;z:]

/_11 F(@)Py () dz — ia/

v=0 -1

Demostracién Supongamos que g(z) # 0 en un intervalo [a, §] € [—1, 1]. Sin pérdida de
generalidad, supongamos ademds que g(x) > 0 en este intervalo. Sea ¢(z) un polinomio de
grado dos tal que g(a) = q(f) =1y q(x) < 1en [-1,a]U[B,1]. Graficamente:

Luego

1 B
/ qu—> qu>0.
-1 kE>1 o

Pero g(x) es ortogonal a todos los polinomios P, (z), y por tanto a todo polinomio (es claro
que todo polinomio se puede escribir como combinacién lineal de los P,(x); lo que estamos
tratando de probar es que toda funcion se puede expandir en una serie de Legendre), luego

1
/ 9¢" =0,
-1

lo que contradice nuestro resultado anterior.
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Por lo tanto g(z) = 0.
q.e.d.

Luego,
flx) = Za,,P,,(x) )
v=0

18.10. Funciones asociadas de Legendre

Una manera de obtener la ecuacién asociada de Legendre es partir de la ecuacion regular

de Legendre (|18.14])
(1—a2*)P" —22P, +n(n+1)P, =0, (18.14])

y con la ayuda de la féormula de Leibniz, para la derivada n-ésima de un producto de funciones,

L A@Bw) = Z e _”L)!S! O Alw) o B() (18.20)
Diferenciando ((18.14]) m veces, se obtiene:
(1—2)*u" —22(m+ 1)/ +(n—m)n+m+1u=0, (18.21)
donde g
u(z) = dx—mPn(x) :
Reemplazando

o) = (1 — 22)"2u(e) = (1 — 2 L P () |

dz™

resolviendo para u y diferenciando,

W = (¢,+ mri ) (1 —1‘2)_m/2 ’

1 — a2
2ma)’ ma m(m + 2)x?i _
" _ " 1 — 2\—m/2 ]
“ {¢+1—x2+1—1’2 (1 —a2)? (1=)
Sustituyendo en la ecuacion ([18.21]), encontramos que 1 satisface la ecuacion diferencial
2
(1—m2)@/)”—2x¢'—|—{n(nﬁLl)—lm 2}1#:0. (18.22)
—x

La cual es conocida como la ecuacion asociada de Legendre. Para reobtener la ecuacion de
Legendre ((18.14]) basta tomar m = 0. Haciendo el cambio de variable x = cos#, obtenemos
la ecuacion expresada en coordenadas polares, que es la forma usual en que nos la vamos a

encontrar ,

1 d dyp m B
p— <Sen9 @) + {n(n +1) - sen29] v=0. (18.23)
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Las soluciones regulares, denotadas por P*(x), son:

W(z) = P(z) = (1 — x2)m/2;;—mmpn(x) . (18.24)

Ocasionalmente los P (x) aparecen en su definicién con un factor (—1)™, por ejemplo en
Classical FElectrodynamics, Second Edition de J.D. Jackson, esta eleccién es conocida como
fase de Magnus y Oberhettinger o de Condon y Shortley. Nosotros incluiremos esta fase en la
definicién de los armonicos esféricos, al estilo seguido en Mathematical Methods for Physicists,
Fourth Edition de G.B. Arfken y H.J. Weber. A pesar de que el factor de fase se introduce
en distintos puntos de las definiciones los armoénicos esféricos resultantes son iguales.

En coordenadas polares, x = cosf, queda

- o de d\" C=d\"
P (cosf) =sin™ 0 (W@) P,.(cosf) = <%) P, (cosf) . (18.25)

Asi, si bien ([18.24]) puede aparecer complicada, su version en coordenadas polares es mucho
mas transparente: la funcién asociada de Legendre es una derivada m-ésima del polinomio
de Legendre de grado n.

Usando (|18.24)), o bien (|18.25)), podemos escribir explicitamente las primeras funciones
asociadas de Legendre:

Plz) = (1 —a2)Y? =senf ,
=3z (1 —2%)Y2 = 3cosfsend
P}(r) =3 (1 — 2% =3send ,

()
() =3
1 3 2 o123 2
P;(z) 25(5$ —1) (1 -2 25(5008 0 —1)send ,
Pi(x) = 152 (1 — 2*) = 15cos f sen® f
P3(x) =15 (1 — 2?32 = 15sen® 0 , (18.26)
P}(r) = 2(73(;3 —3z) (1 —a2H)V? = 2(700839 — 3cosf)senf |

1
Pi(z) = ) (722 — 1) (1 — 2?%) = ?5(7(30529 —1)sen?d ,

P3(x) = 105z (1 — 2)*? = 105 cos fsen? 6 |
P}(x) =105 (1 — 2*)* = 105sen 0 .

También es posible generalizar los resultados anteriores a m negativo. De hecho, (|18.23])
muestra que P ™ satisface la misma ecuaciéon que P, y por ende deberian ser proporcionales
entre si. La relacion entre Py P, es

n=m pmyy (18.27)

B () = (1) s P

n

A partir de la funcién generatriz de los polinomios de Legendre, por ejemplo, se puede en-
contrar la funcion generatriz de las funciones asociadas de Legendre:

@m)(1 — 22
Qmml(l — Otxr + t2 m+1/2 Z 1/+m (1828)
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Usando dicha funciéon generatriz, encontramos relaciones de recurrencia para las funciones
asociadas de Legendre:

2mx
(n+m)P" +(n—m+1)P7, = (2n+1)zP", (18.30)
1 1
§P7;”+1 — 5(n +m)(n—m+1)P™ ! = (1—-23)Y2P™ | (18.31)
(2n+1)(1 —2?)2pm = prit - pmt (18.32)
= m+m)(n+m-—1)P""
—(n—m+1)(n—m+2)P"". (18.33)

Notamos que, en este caso, cada funcion tiene dos indices, por ende hay una mayor riqueza
en el tipo de relaciones de recurrencia que se pueden encontrar. Algunas involucran cambios
solo en m, otras solo en n, y otras en ambos.
Es claro también que la relacién de paridad satisfecha por las funciones asociadas de
Legendre es
P (—z) = (=1)"t"P"(x) . (18.34)

Ademas, se satisface en los extremos que
P"(£1)=0  param # 0. (18.35)

Finalmente, las funciones asociadas de Legendre satisfacen distintas relaciones de ortogo-
nalidad dependiendo sobre cual indice se tomen. La primera:

/1 P (2) P (x) dv = 2q2+ : EZ i Z;: Spq » (18.36)

o en coordenadas polares

2 (g+m)

/0 P (cos ) P, (cos ) sen 0 df = 20t 1(g—m) Spq - (18.37)
Sobre el otro indice
/1 P () Pr(z)(1 — 22) " de = ntm)! (18.38)
» " (x) P (x x x_m(n—m)! mk - )

18.11. Problema de Sturm-Liouville asociado

La ecuacién asociada de Legendre ((18.22) o ((18.23) se puede reescribir en la forma

d dy m?
— (1= =
dx {( v )dq:} 1 — a2

y+nn+1l)y=0. (18.39)
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La condicion de borde
y(£1) finito (18.40)

asegura que las soluciones sean las funciones asociadas de Legendre [ver , y
(18.4])]. Claramente, esto corresponde a un problema de autovalores de un operador diferencial
autoadjunto de la forma general (14.7), con A(z) = (1—2?), B(z) = —m?/(1—2?), y donde el
problema de autovalores esta caracterizado por una funcién de peso w(x) = 1, y autovalores
A =n(n+1) (ver tabla en Seccién [14.4).

La relevancia fisica de este problema se aprecia al considerar ecuaciones que contengan el
laplaciano:

V2U(7) + f(r)¥(F) =0, (18.41)

Estas ecuaciones aparecen frecuentemente en Fisica, ya sea para encontrar el potencial
electrostatico debido a una distribucién de cargas [f(r) = 0], los modos normales de oscilacién
de un medio continuo (una cavidad esférica, una membrana, etc.) [f(r) = k%], o, en Mecdnica
Cuantica, la dependencia espacial de una funciéon de onda en un potencial central dado por
1),

Si el problema tiene simetria esférica (potencial fuera de un conductor esférico, ondas en
una cavidad esférica, problema cuéntico con potencial coulombiano, etc.), conviene resolver
este problema mediante separacién de variables, en coordenadas esféricas. Como la tnica
dependencia angular proviene del operador laplaciano, se obtiene la siguiente ecuacién tras
la separacion de variables:

®(¢) d de(9)\ = 0(9) d*d(¢) -
sen 0 dfl (sen@ de + sen?6 dg? +20(0)2(¢) =0 (18.42)

La dependencia azimutal satisface

1 d*®(¢) )
- 18.4
B(g) do* (18.43)
con soluciones

() = {7, e} (18.44)

Las cuales satisfacen la condicion de ortogonalidad

27 2T
/ (b*ml (¢)¢m2 (¢) d¢ = / e—im1¢eim2¢ d¢ - 27r5m1m2 . (1845)
0 0

En la mayoria de los problemas fisicos requerimos que m sea un entero para que ®(¢), sea
una funciéon monovaluada del dngulo azimutal. Dada la relacién ([18.45))

1 )
P, (¢) = —— €™ | 18.46
@)= 7= (18.46
es un conjunto de funciones ortonormales con respecto a la integracion sobre el angulo azi-
mutal ¢. Separando la dependencia azimutal, la dependencia en el angulo polar 6 conduce a

una ecuacion asociada de Legendre

1 d dO(6) m2 -
sen 6 df (sen& de ) * {)\ ~ sen? 9} 0(0)=0. (18.47)
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Nos aseguramos de que las soluciones no diverjan en cos = +1 poniendo A = n(n + 1),
pues en ese caso esta ecuacion tiene por solucion las funciones asociadas de Legendre ©(6) =
P (cosf). Por tanto, cualquier problema laplaciano con simetria esférica corresponde a un
problema de autovalores de un operador autoadjunto (problema de Sturm-Liouville). Las
soluciones de este problema seran ortogonales para distintos autovalores, y se podréa construir
una base del espacio de soluciones con ellas. En otras palabras, la parte angular de cualquier
solucion de la ecuacion diferencial se podra escribir como una combinacién lineal de
los P (cos ).

Puesto que los polinomios de Legendre se reobtienen con m = 0, se sigue que gran parte
de la discusién en las secciones y es s6lo una manifestaciéon de estas conclusiones
generales.

18.12. Armodnicos esféricos

En la seccién anterior mostramos que la parte angular de un problema laplaciano con
simetria esférica consta de dos partes:

O(0)®(¢) = ApmP™(cos f)e™?

con A,,, una cierta constante de normalizacion, m entero, positivo o negativo, si la funcion
debe ser monovaluada en la variable ¢, y n entero para que las soluciones no diverjan en
cosf = +1.

La definicion en principio solo contempla m > 0. Para incluir valores negativos
de m usamos la féormula de Rodrigues en la definicién de P)*(cos6):

1 dm—i—n
1 — 2\m/2
( x ) dxm—i-n

P"(z) = (@>=1)", —-n<m<n. (18.48)

2|

Normalizando las funcion asociadas de Legendre

2 1 —m)!

P (cosb) = Gn+l)m=m P"(cosf), —n<m<n. (18.49)
2 (n+m)!

Ahora bien, la funcién ®,,(¢) = ™?//27 es ortonormal con respecto al dngulo azimutal ¢,

y la funcion P)*(cos @) es ortonormal con respecto al dngulo polar §. Consideramos entonces

el producto de ambas y definimos los armadnicos esféricos:

Yo (0, 0) = Y0, ¢) = (—1)m\/ (2"4: D EZ . Z;: P™(cos ) ™ | (18.50)

que son funciones en los dos angulos, ortonormales sobre la superficie esférica. La integral
completa de ortogonalidad es

/ / Y, "0, 0)Y,22(0, ¢) sen 0 dOde = Oy nyOmy mo (18.51)
$=0 J =0
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o bien,

/ Y"T1*<Q)Y$2 (Q)dQ - 5”1 7’L25m1 mo (1852)
A

donde €2 es el angulo sélido.
A continuacién, una lista de los primeros arménicos esféricos:

1
Y5 (8, ¢) = T
Y0, 6) = — 8% sen fe’®
0 3
Y2(6,6) =/ o cost
-1 3 —i¢
}/1 (97¢) = 8_7T sen fe ’
5 .
Y2(0,¢) = T sen” fe*? | (18.53)
Yy (0,6) = — %3 sen 6 cos fe'”
5 (3 1
Y3(0,0) = P (5 cos” § — 5) ,
. 5 ;
Y, (0, 9) = 24773 senf cosfe*? |
-2 b 2i¢p
Y, 7(0,0) = 96738en e~

Parte de la importancia de los armoénicos esféricos yace en la propiedad de completitud.
Esta propiedad, en este caso, significa que cualquier funcién f(6, ¢), con las suficientes pro-
piedades de continuidad, evaluada sobre la superficie de la esfera puede ser expandida en
una uniformemente convergente doble serie de armonicos esféricos, conocida como serie de

Laplace,
ZamnYm Z Z Yo (6, 0) . (18.54)

n=0 m=—n

Si f(0,¢) es conocida, los coeficientes pueden ser inmediatamente encontrados por el uso de
la integral de ortogonalidad ([18.51)).
Una propiedad importante que satisfacen los armoénicos esféricos es:

n

Consideremos a continuacién dos direcciones en coordenadas polares esféricas en un es-
pacio tridimensional, (61, ¢1) y (62, ¢2). El dngulo entre las dos direcciones lo denotamos 7.
Este dngulo satisface la siguiente identidad trigonométrica

cosy = cos by cos Oy + sen 0y sen O, cos(d1 — ¢Pa) - (18.56)
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El teorema de adicion para los armonicos esféricos afirma que
47-[. - m m —m
Po(cosy) = o +1mZ_ﬂ(—l) Y (01, 01)Y, " (0, 60) (18.57)
o equivalentemente
47 - m .
Pa(cosn) = 5 — 1mZ_nYn (61, 61)Y,;™" (6, ) - (18.58)
En términos de los polinomios de Legendre
Py(cos) = Pu(costy) Pleosta) +2 3" P P ) P (cos ) coslm(r — )]
.(cosy) = P,(cos . (cos — cos cos fy) cosm(¢py — .
Y 1 2 2 (ntm) " 1)y 2 1 2
(18.59)

La ecuacién (|18.56|)

es un caso especial de la ecuacion ([18.59)).

18.13. Segunda solucién de la ecuacién de Legendre

Los polinomios de Legendre son solucién de la ecuacion diferencial . Pero ésta es
una ecuacion de segundo grado, y por tanto debe existir otra solucién, linealmente indepen-
diente a los P, (). La encontraremos observando que los polinomios de Legendre son un caso
particular de la funcién hipergeométrica. En efecto, consideremos la ecuacién hipergeométrica

general:

W”—l—(1_(1_0/—1—1_6_&/—#1_7_7/)“//

z—A

z—B z—C

B aa/ N By N Y (A—B)(B-C)(C—A)
(z=A)(B-C) (z-B)(C-4) (=-C)(A-B)) (z-A)(z-B)(z-0)

con soluciones

A B C

P o B v =z

a/ ﬁ/ ,Y/

Considerando el caso particular
A=-1, B=1, C=o00,

CY:CY/:O, 5:ﬁ/207 =N, ’)/:n_‘_l)

(18.60)

que satisface la condicién av + o' + g+ ' + v+~ = 1, la ecuacién hipergeométrica queda

es decir

1 1 n(n+1)
w" W ———~ 7 W=0
+<z+1+z—1> D=1 ’

(22 = 1D)W" +2:2W' —n(n+1DW =0

(18.61)
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que es la ecuacion diferencial de Legendre ya encontrada en ((18.14)).
Los polinomios de Legendre se pueden escribir entonces como la funcion

-1 1 o
P,(z)=P<¢ 0 0 —n =z ». (18.62)
0 0 n+1

Asi pues, la ecuacion de Legendre tiene singularidades Fuchsianas en —1, 1 e oco. Las
raices de la ecuacion indicial en torno a 41 son ambas cero, por lo tanto estamos en el caso
incomodo, en que el método de Frobenius sélo puede darnos una solucion por serie, y la otra
tiene un término logaritmico.

Observemos que la expresion para la segunda solucién de una ecuacién con sin-
gularidades indica que esta solucién se puede escribir en la forma P,(z) [* u(t) dt, con u(x)
cierta funcion. A partir de este hecho, se puede mostrar que la expresion

Qn(z) = 1/_ Pn(t) dt

2/ ,2—t

(18.63)

es solucion de la ecuacién de Legendre. En efecto,

_ ! t?—1 t(z _ t)
- [ [ s o

_ /_ (DR ftt)g + /_ 1 (ipj(:))z dt

Integrando por partes la primera integral:

1

R (e

_/_ (2 = 1)P(t) + 2tP,(t)] ﬁ + /_1 épf(gQ dt

1

_ _/1 (#-DFR()

1 2(z—1)?

Integrando nuevamente por partes:

! /1 (1 =PI + 2P ()

+2 71 Z_t

(2~ D@L+ 2:Q4() = [ = VP05

—1
Luego

(2% = D@ (2) + 22Q,,(2) — n(n + 1)Qu(2)
1/1 (t2 — 1)P"(t) + 2t P (t) — n(n + 1) P,(t)
2J

dt .

z—1
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Pero el integrando es precisamente la ecuacion de Legendre, que es satisfecha por los P,,
luego el integrando es cero y

(22 = 1)Q'(2) +22Q,(2) —n(n+1)Q,(2) =0 . (18.64)

Las funciones @, (z) son la sequnda solucion de la ecuacion de Legendre. (18.63) se puede
reescribir:

Qnlz) = %Pn(z)l(z) - % zQ;(z,t) dt | (18.652)
con .
Lot
I(z) = /1 o (18.65D)
Q% (2,t) = P"(Zi - f”(t) (18.65¢)
Se tiene - .
I(z) = —In(z — 1) t:_l:ln(z+1)—ln(z—1):ln(z_1) :
que es univaluado en todo el plano complejo, salvo en la recta —1 < z < 1, luego
I(z) =1In (ii—i) , salvoen —1 <z <1. (18.66)

El numerador de ()} es un polinomio de grado n, y su denominador es un polinomio de
grado 1. Se puede mostrar que )}, es un polinomio de gradon — 1 en t y 2. Asi, la segunda
integral en (18.65a)) es un polinomio en z de grado n — 1. Finalmente,

(18.67)

Q) = 3R (1)~ e

con ¢, (z) un polinomio de grado n—1 con coeficientes reales, que tiene el término logaritmico
que esperabamos.

Para —1 < ¢ < 1, (18.67)) nos permite afirmar que
Qn(§+0i) = Qn(§ — 0i) — miP,(&) . (18.68)

Basta considerar el circuito en torno al polo en z = 1:
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Afirmacién Si z es real, |z | > 1, entonces Q,(z) € R.
Demostraciéon Basta observar que el argumento del logaritmo en ([18.67]) es siempre po-
sitivo, pues el numerador y el denominador son positivos (negativos) si x > 1 (z < —1).

q.e.d.

Denominamos a las soluciones ),, de la ecuacién de Legendre, funciones de Legendre de
sequnda especie.
De las expresiones explicitas ([18.65a)), (18.65¢]) y (18.67)), notamos que

Qo(2) = %ln (z J_r 1) : (18.69)
Qi(z) = S1n CE) 1. (18.70)

Expansion en serie

Podemos utilizar ((18.63)) para encontrar una expansion en serie para @,. En efecto,

Qn(2) 1/ ! P,(t)dt .

T2z ) 11

Si|z]>1,

Qn(z) = 2172/11 (£>VPn(t) dt .

Observemos que todos los términos con ¥ < n en la suma son cero, debido a la ortogonalidad
de P,(t) y t”. Obtenemos asi

Qn(Z) — bn-i—l bn+2

ontl ont2 o

con

1 1
b, = 3 /lt”_an(t) dt .

En particular,

1 1
by = / (P (1) dt |
2/,

Como
1-3---(2n—1)

1-2...n
se tiene, dada la ortogonalidad de P,(t) con polinomios de grado menor que n,

Pn<t): tn_|_...’

1 1-2---n 1 1 1-2---n 2
bpi1 = — P, ()P, (t)dt = = .
+ 21.3...(27@—1)/_1 (8) Pu(t) 21-3---(2n—1)2n+1
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Es decir,

Relacién de recurrencia

Obtengamos una relacién de recurrencia para @, (z). En general,

lim 2"Q,(2)=0, n=0,1...

|z | =00

Sea n > 1. Entonces

(n + 1)Qn+1 - Z(QTL + 1)Qn + nQn—l =

1 1
5[(71 + )P,y —2(2n+1)P, +nP,_1]In (Z i

1) — (polinomio) .

El factor entre paréntesis cuadrados es cero. Sea | z | — oco. Entonces

0= lim —(polinomio) ,
|z | =00

luego el polinomio es nulo. Por tanto, para todo z,

(n+1)Qns1 — 2(2n+1)Qn + nQp—1 =0 (18.71)

Ejemplo Sea z ¢ [—1, 1]. Entonces

= a,Pu(t)

n=0
al menos en —1 <t < 1. Los coeficientes de la expansion estan dados por

0, — (n + 1) /1 B o~ on+ 1)0Qu(2) |

2 712_1:

luego

i 21 + 1) P, (£)Qn(2) . (18.72)

Afirmacién (Sin demostracién) El desarrollo (18.72)) es vélido en el interior de la elipse
con focos en 1 que pasa por z:

%“\
S
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Capitulo 19

La ecuacion diferencial de Bessel

versién 14 diciembre 2009

En el Capitulo anterior hemos observado que en problemas con simetria esférica, en que
aparece el operador de Laplace, la ecuacién angular involucra a la ecuacion asociada de Le-
gendre. En este Capitulo estudiaremos otra ecuacién diferencial, que también resultara estar
relacionada con el operador de Laplace, pero en coordenadas cilindricas: la ecuacion de Bes-
sel. En este Capitulo revisaremos algunas de las propiedades matematicas de la ecuacién de
Bessel y de sus soluciones; en el Capitulo ?? aplicaremos lo aprendido en la resoluciéon de
problemas de interés fisico.

19.1. La ecuacion diferencial de Bessel

Consideremos en la ecuacién hipergeométrica general el caso A =0, C' = oo, a + o' =0,
B+06 =1y~v++ =0,locual esta de acuerdo con a+ o' + 8+ ' +v++ =1
—B ad’ Bgspg '

22<Z—B)+Z(Z—B)2+Z<Z—B):|\IJZO’

1
\IIII+_\I]/+ |:
z

si consideramos ademads, 35" = vy = B? y tomamos el limite B — 0o, obtenemos

2

1
U+ - (1—O‘—> V=0, (19.1)
<

22

la cual es conocida como la ecuacion diferencial de Bessel. Esta ecuacién tiene una singula-
ridad fuchsiana en z = 0 cuando Re(a) > 0. Planteamos como solucién

U(z) = 2° Z a,z’ = Z a,z" %7 .
v=0 v=0
Sustituyendo en la ecuacion ((19.1)
20" 4 20— U = =220 |

225
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tenemos
Z {a,(v+o)v+o—1)+a,(v+o)—aa’} " =— Z a,_92"*7
v=0 v=2
obteniendo
a[v+o)—a®]=—-a,_o, v=2,3,...,

mientras que para v = 0
CL()(0'2 - az) =0 ’

lo que da una ecuacién para el exponente o2 = a2, con dos soluciones, o, = +a y 09 = —a.
Elegimos 0 =01 = +ay ay # 0. Parav =1

a1 (1 +2a) =0,

lo que implica a; = 0. Ademas, usando la formula recursiva para los coeficientes

Qy—2
L= 2 19.2
¢ v(v+ 2a) (192)

se puede demostrar que todos los coeficientes impares son nulos. Los coeficientes pares

ag Qo
T A0 41 /. AN ay = )
21 (a+1) P20 (a+ 1) (a+2)

Qa9 =

El término general es

g, = (—1)" -
2 20l (a4 1) (a+2) - (a4 )
Tomando 1
T % T(at+1)
se obtiene

120= () Carprasn 6] (193

u=0

con Rea > 0, conocida como funcién de Bessel de orden «.

19.2. Funciones de Bessel de indice no entero

Si o es no entero, estamos en un caso sencillo de estudiar, porque hay dos soluciones
linealmente independientes inmediatas.

En efecto, consideremos ¢ = —a. Hay solucion, en este caso, linealmente independiente
de J,, en forma de serie

Ta2)=(3) 2 i F(L_—l): D) <§>2ﬂ : (19.4)

u=0
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Notemos que, en rigor, sélo podemos asegurar que si 0; — 03 = 2a es no entero, las dos
soluciones J, y J_, son linealmente independientes. Esto todavia deja abierta la posibilidad
de que si « es semientero, no sean linealmente independientes. Afortunadamente, no es asi.

Mostremos lo anterior con o = 1/2. En este caso, la resta de las dos raices o1 — 09 =
1/2+1/2 = 1 € Z. Sin embargo, a pesar de estar en el caso incémodo las dos soluciones
todavia funcionan (habfamos encontrado un hecho similar al discutir el oscilador arménico).
En efecto, consideremos a = 1/2. El denominador en se puede reescribir

pl(p+3/2) = ph(p +1/2)0(p+1/2)

Pero I'(n 4 1/2) = (2n — 1)!1y/7/2", luego

plT(pn+3/2) = pl(p + 1/2)(2p — D/ /2"
= pl(2p 4+ 1)(2p — D)/ /20
= pl(2p + 1)/ (24)
(2n + 1)!

Y como (2n + 1)!! = , de modo que

2nn/!
! T(p+3/2) = (2u + V)W/m /2%

se tiene finalmente
,u22,u+1 22,u+1

Ti2(2) \/;z\/_z u+ 1)l 22

u
2,u+1' 19.
a2 \MrzZQu—i-l (19.5)

La sumatoria en ((19.5)) es el desarrollo en serie de sen z, luego

Jija(z) = \/g Sf;l; . (19.6)

es decir

La otra solucién resulta ser

2 o0
J_l/g = (197)
Tz o
o bien
2 cosz
Jo1p2(2) = p NE (19.8)

Sin demostracién: J, para indices a = £(2n + 1)/2 se expresa por férmulas semejantes.

Detengamonos por un momento en la forma de las funciones ((19.6)) y (19.8)): ambas son
funciones armonicas, cuya amplitud decrece como /2. Esto estd 1nt1mamente relacionado
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con la relevancia de las funciones de Bessel en problemas con simetria cilindrica. En efec-
to, consideremos un frente de onda cilindrico (radiacién proveniente de un alambre infinito,
por ejemplo). Esto corresponde a una solucién de la ecuacién de Helmholtz en coordenadas
cilindricas. Como el flujo de radiacion sélo ocurre a través del manto del cilindro, y el area
de éste aumenta proporcionalmente a su radio p, entonces, por conservacion de energia, la
intensidad del frente de onda cilindrico debe ser proporcional a 1/p. Como la intensidad es
proporcional al cuadrado de la amplitud, se sigue que la amplitud debe ser proporcional a
1/,/p- Es decir, podemos intuir que fenémenos oscilatorios con simetria cilindrica deben invo-
lucrar funciones armonicas, con amplitud proporcional a 1/,/p, precisamente lo que sucede,
al menos, con las funciones de Bessel de indice semientero. Mas adelante veremos que ésta es
una propiedad general de todas las soluciones de la ecuacion de Bessel.

19.3. Funciones de Bessel de indice entero

Consideramos ahora el caso incomodo, en que el método de Frobenius no da directamente
dos soluciones linealmente independientes.
Para a = n € Z, J, dada por ((19.3)) es holomorfa en z = 0, y en realidad holomorfa en

todo el plano. Consideremos la primera funciéon de Bessel, es decir con n = 0, y derivémosla:
L (=1) 2\ 1 22 1 2t
Py (6 S P

ol2) Z oz \2 (222 " e
2 2 4 23 6 2°
Jy(2) = ——== o1 56
o) =~z T aEy T @

Por otra parte, la funcién de Bessel de indice uno es

Z = (=1 2\ 2 22 2
Jl(z)zizu!(u—il)!@) :E{l_al!)??*(zl!)@_”'}'

v

Comparando concluimos que

Ji(z) = =Jy(2) . (19.9)

1 \ \
0.8 J, (z)funcion par ]

0.6 J— ]
N ‘Jl (Z)funcién impar

0.4
0.2

-0.2

-0.4 |

_06 | | | \4- | | |
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Para indice entero positivo, ((19.3]) da
2\ (—1) 2\ 2V
_(Z ~ (A 19.1
nl2) (2) VZOV! (v+n)! <2> (19.10)

Para indice entero pero negativo:

Ta=(3) 2 y!r((y_—l)7:+ 0 @)2 '

v=n

Consideraremos nulos los coeficientes con v < n en la funcién gamma (la funcién gamma
tiene polos en A =0, —1, =2, ..., luego 1/T'(\) = 0). Sea u = v — n. Luego

Jon(z) = (g)”iw (92# |

(e +n)lu!

lo que resumimos como

J n(z)=(=1)"Ju(2) . (19.11)

Claramente ambas soluciones no son linealmente independientes. El problema de encontrar
la segunda solucién serd resuelto en el Cap. 20]

19.4. Comportamiento asintético

En la Sec. observamos que las funciones de Bessel de indice a = £1/2 son funcio-
nes armonicas, con amplitud proporcinoal a 1/4/z, precisamente el resultado esperado, por
argumentos energéticos, para frentes de onda cilindricos. Ahora mostraremos que dicho re-
sultado es cierto también para todas las soluciones reales de la ecuacién de Bessel, al menos
asintéticamente (lo cual también es razonable, ya que esperamos que los frentes de onda sean
funciones armonicas sencillas sélo asintéticamente).

Proposiciéon 19.1 Para una variable real > 1, toda solucién real de la ecuacion de Bessel
es aproximadamente de la forma A cos(z + 7v)/v/z.

Demostraciéon Sea

Despejando y diferenciando tenemos
U(z) = 2 Y u(z) ,
/ —1/2, 1 [y
U (z) =a % (x) — 3% u(z) ,
U (2) = 272" (2) — 273 (2) + S~ Pu(x).

Sustituyendo en la ecuacion de Bessel,

u'(x) — Y(w) + 3ul) + wiz) _ lu@) + (1 az) u(r) =0,

T 4 x2 T 2 x?




230 CAPITULO 19. LA ECUACION DIFERENCIAL DE BESSEL

quedando

)+ (1 1/4——@) u(@) = 0.

22
Para x muy grande,
u"(z) +u(x) =0, con solucién u(z) = Acos(z +7) ,

luego la soluciéon completa es
cos(z + )

U(z)=A NG

q.e.d.

Por otra parte, cerca de cero la funcién de Bessel de indice nulo se puede aproximar por

22 22\ 2

19.5. Funcién generatriz

Buscamos una funcién generatriz de las funciones de Bessel de indice entero,

(e 9]

U(z,s) = Z s"Jn(z2) . (19.13)

n=—oo

Usando ([19.10)) (que es valida también si n < 0, recordando que 1/h! =0si h <0, h € Z),

U(z,8) = n;oosnlz:; % (g)Ql-i-n

-S> Y6 ()

n=-—o0 [=0

Sea h = [ + n. La doble suma se puede reescribir
n=-—oo [=0 =0 h=—00
pero los factores de la forma 1/h! reducen la suma sobre h a ir entre 0 e co. Asi,

e =S G ) [ h ()] et

h=0

De este modo, la funcién generatriz queda

U(z, 8) = exp E <s— %)} - f: Jo(2)s™ . (19.14)
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19.6. Formulas de adicion

Consideremos la funcién generatriz (19.14]) con argumento z = (21 + 22)/2

o [(552) (- ) -3 (- D]l (-]

[e.9] [e.9] [e.9]

Z " Jn(z1 + 29) = Z st (1) Z s"J,(z9) .

n=—oo H=—0O V=—00

Comparando coeficientes para igual potencia en s tenemos

(21 4 22) Z Ju(21) I u(22) (19.15)

p=—00

Particularicemos (|19.15)) al cason =0y 21 = 2 = —25

Jo(0) =1=J5(2) + > Ju(2)J-u(=2) + ) J-u(~

obteniendo

1= J3(z) +2 i Ji(z2) . (19.16)

En el caso que la variable z € R y considerando que | Jy(2) | < 1, podemos acotar los J, por

1
\/§ )

Reemplazamos s = ¢ con ¢ € R, luego

1 1 1 . .
3 (5 — ;) = 5(6“" —e ) =isenp .

1
exp E (s — —)] = exp(izseny) ,
s

exp(izsen @) Z e I, ( (19.18)

n=—oo

| J.(2)] < sip=1,2,3,... (19.17)

En la funcién generatriz,

luego

Desarrollando, y usando ({19.11)),

exp(iz sen @) )+ Z Jn(2)(cosnp + isennp) + Z J_n(z)(cosng —isenny) ,

z) 42 Z Jom(2) cos 2mp + 2i Z Jom+1(2) sen(2m + 1)¢ |

m=1
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Comparando partes real e imaginaria, con = € R,

cos(z sen ) )+ 2 Z Jom () cos 2mep |
(19.19)
sen(zsen ) = 2 Z Jom+1(x) sen(2m + 1) .
m=0
Sea ¢ = 0. Entonces
1= Jo(z) + 2 Jom() . (19.20)
Sea o = /2. Entonces
cosx = Jo(x) + 2 Z D)™ Jom(x) |
N (19.21)
senz =2 Y (—=1)"Jomi1(z) .
m=0

19.7. Representaciones integrales

Cambiemos el indice de suma en (19.18) a m, multipliquemos la ecuacién por e~ e
integremos en . Se obtiene

/ exp(i(zsen p — my)dy = 2mJ,(2) .
Si z € R entonces J,,(z) es real, lo que significa
1 ™
I () = 2—/ cos (zsenp —myp) dp ,
™ —T

por paridad de la funcion subintegral, podemos reescribir la integral como

1 s
I () = —/ cos (myp — xsenp) dy . (19.22)
T Jo
En particular,
1 T 1 w/2 T
Jo(x) = —/ cos(rseny)dp = — / cos(z sen ) dgp—i—/ cos(xseng)dp| .
T Jo T 1Jo /2

Haciendo el cambio de variable § = ¢ — 7, tenemos

w/2 0
Jo(z) = 1 [/0 cos(zsen ) dy —|—/ cos(xzsen(f + )) d9] :

n —7/2
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Usando que sen(f + ) = —send y que coseno es una funcién par,
1 /2 0
Jo(z) = — / cos(zsen ) dp + / cos(xsend)dd| .
n 0 —m/2
Sumando ambas integrales
1 w/2
Jo(z) = —/ cos(zsen ) dy . (19.23)
m w/2
d;
Hagamos el cambio de variable en (|19.23)) w = sen . Entonces dp = -~ y la integral
V1 —w?
nos queda
Jo(z) b cos(wz) J
x) = ———dw .
0 —1 TV 1-— w2

Definamos una funcién p(w) de la forma

0 si|w|>1,

Tr\/ﬁ si]w|<1,

podemos reescribir J, como

Jo(z) = /OO cos(wz)p(w) dw .

—00

Con los cambios de variable z =t y w = 27s, obtenemos

Jo(t) = /00 cos(2mst)F(s)ds ,

donde
0 si|s|> %,
F(s) = 2 - 1
—— si|s| < 5=
/1 — 47252

De lo anterior se desprende, puesto que Jy(x) es una funcién par, que F'(s) es precisamente
la transformada de Fourier de Jy(x):

.F{Jo, S} = F(S) .
Anélogamente, tomando transformada de Fourier a la relacién (19.9)) obtenemos

F{J1,s} = F{=J},s} = —i2nsF{Jy, s} = —2misF(s) .
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19.8. Relaciones de recurrencia

Derivemos la funcion generatriz ((19.14]) respecto a s,

oV(z,s) =z 1 >
= — 1 _ n
ds 2 ( " 52) NZ_:OOS )
o0 - P oo -
z_: ns" 1, (2) = B Z_: [Tt 4 Jns1] 8"

Comparando coeficientes,

%”Jn(z) = Juo1(2) + Jusa(2)

Derivamos ([19.14]) respecto a z y obtenemos

o¥(z,s) 1 1\ «—
=3 (s-3) 2 ),
o0 ) 1 o0 .
n:Z:OO s" T (z) = 2 n;m [Jn—1 — Jnt1] s

Comparando coeficientes

2J(2) = Ju1(2) — Juy1(2) .
Sumando ((19.24) y (19.25) tenemos

gjn(z) +J5(2) = Jna(2)

es decir

2" (2) = [2"Ta(2)]
Por otro lado, restando ((19.24)) y (19.25)) obtenemos

T2) = Zn(z) =~ ()

es decir

!/

—2 " Jpg1(2) = [27n(2)]

(19.24)

(19.25)

(19.26)

(19.27)

(19.28)

(19.29)

(19.27) y (19.29) indican que, al igual que los polinomios de Hermite, las funciones de
Bessel de indice entero tienen operadores de subida y de bajada. En este caso, el operador

de subida es
,d 1

dz zn’

y el de bajada es
1d

2" dz

n
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Finalmente, consideremos (|19.20))
L=Jo(2) 42 Jou(2) = > [a(2) + Javsa(2)] -

Usando la relacion de recurrencia (|19.24]) para n = 2v 4 1 tenemos

= 2w +1
1=2 Z > J2V+1(2) s

v=0

= Z 2V +1 ']21/+1 ) )
v=0

y por inducciéon completa:

<§>n =2 e n)(3+ v+ 1) Jovin(2) - (19.30)

v=0

Podemos pues expresar cualquier serie de potencias en serie de funciones de Bessel.

19.9. Relaciones de ortogonalidad
Estudiemos las relaciones de ortogonalidad en el intervalo 0 < x < co. Consideremos

f(z) = Jy(hx) , g(x) = J,(kx), con h # k. (19.31)

Tomemos las derivadas

fi() =hJy(hx) . f"(x) = h*J;(ha),
(@) =k (kx) . g"(z) = k*J (k) .

La ecuaciones de Bessel que satisfacen son:

2

J" (hz) + %Jc’,(hx) (h2 - —) Jo(ha) =0,

xr2
2

" i ! 2 U_ —
Ty (k) + T (k) + (k: xz) I, (k) =

Multiplicando la primera ecuacién por h? y la segunda por k? y usando las definiciones dadas
n (|19.31]) obtenemos

P+ 3+ (12 - %) s =0,

2

o L (-2t 0.

12

(19.32)
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Multiplicando por zg(z) y por xf(x) respectivamente y restando,

zf(x)"g(x) — xg(z)"f(2) + (xf'(2)g (x) — xf'(x)g'(x))
+ f'(@)g(@) — f(2)g'(x) + 2(h* — k*) f(z)g(x) =0 .

El factor entre paréntesis corresponde a un cero agregado para lograr el reordenamiento

[2(f'(2)g(2) = f(2)g(2))]" = (K = B*)zf(2)g(x) .

Integrando en el intervalo a <z <'b

[ 100t dt = 1 o @)~ Fla)g )]

a

La expresiéon del lado derecho se anulara en tres casos
1. Si J,(hz)y J,(kx) se anulan en a y en b.
2. Sus derivadas se anulan en a y en b.
3. O bien J,(ha) = J,(ka) =0 = J.(hb) = J.(kb).
De cualquier modo,

/b xJy(hx)J,(kx) dx

es la tipica integral que interviene en asuntos de ortogonalidad.

Ortogonalidad
Por ejemplo, para m # n, se tiene ortogonalidad sobre el intervalo [0, a] con

/Oa J,, <a,,m§) Jy <am§> pdp =0, (19.33)

donde los a,,, son tales que J, () = 0.

Normalizacién (sin demostracion)

2

/O“ [J” (%m§>]2ﬂ dp = %Um(aum)? : (19.34)

19.10. Problema de Sturm-Liouville asociado

(19.33) v (19.34) sugieren que J, (v, 2) pueden ser base de un espacio de funciones en
[0, a]. Poniendo h = a,,/a 'y 0 = v en (19.32) encontramos que satisfacen la ecuacién

P2+ (% - ) 1) =0,

a2 pE
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que se puede reescribir

2 1/2

"0+ )+ (% = %) o) 0.

o bien

d d a2 _
i (i) + (2 - 5 ) =0, 95)

que es un problema de autovalores de un operador autoadjunto. En efecto, tomando el ope-

rador autoadjunto
d ( d> v?
L=— PH | ——,
dp \" dp P

w(p) = p>0 enpel0,o,
(119.35)) corresponde al problema de autovalores de £, con autovalores

y la funcién de peso

2

rm
Ay = 222
a

Asi, las funciones J,(A,,p) asociadas a cada autovalor, para m = 0, 1, 2,... (v esta fijo) seran
un set completo en el cual se podra expandir cualquier funcién en [0, co].

LA qué problemas fisicos estd asociado este problema de Sturm-Liouville? Consideremos
nuevamente el operador laplaciano, como en ([18.41]), pero ahora en coordenadas cilindricas:

1d d 1 d? d?

VQ\D(F> = |:,;d_,0 <pd_,0> + EdT& + @:| \If(p, ¢, Z) . (1936)
Se aprecia de inmediato que en un proceso de separacién de variables, las derivadas respecto
a z seran reemplazadas por una constante, y las derivadas respecto a ¢ seran reemplaza-
das por otra constante, quedando para la parte radial precisamente la ecuacién de Bessel
en la forma (19.35). Por tanto, las funciones de Bessel apareceran tipicamente (no unica-
mente) como soluciones de problemas que involucren el operador de Laplace (encontrar un
potencial electrostatico —ecuacién de Laplace—, modos normales de oscilacién —ecuacion
de Helmholtz—, etc.) y que tengan simetria cilindrica.
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Capitulo 20

Diversos tipos de funciones cilindricas

versién 14 diciembre 2009

La ecuacion de Bessel, que estudiamos en el capitulo anterior, da origen a una serie
de funciones que genéricamente denominamos “cilindricas”, debido a que la ecuacion de
Bessel aparece de modo natural en diversos problemas fisicos con simetria cilindrica, pues
corresponde a la parte radial del Laplaciano en dichas coordenadas. Una de ellas es la funcion
de Bessel J,(z), que estudiamos en el capitulo anterior. En éste revisaremos brevemente
algunas otras funciones y sus propiedades.

20.1. Segunda solucion de la ecuaciéon de Bessel

Consideremos la ecuacion de Bessel, con solucién centrada en z = 0. Escojamos ademas
n =0:

4 ff =0, (20.1)

Esta ecuacién hipergeométrica tiene dos soluciones linealmente independientes, una de las
cuales es la ya conocida Jy(z). Determinemos ahora la segunda solucién. Observando la forma
de la segunda solucién en ([15.26)), proponemos una solucién de la forma

£(2) = Jo(2) / “u(t)ydi (20.2)
Luego
% £2) = éJ{,(z) / Tt dt + é]o(z)u(z) , (20.3)
() = J:) / Cult) dt + 20 (2)u(=) + Jo(2)u () - (20.4)
Reemplazando en (20-1), y puesto que Jo(z) es solucion de ella,
W (2)o(2) + u(2) [ng)(z) + %Jo(z)} o,

239
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esto es,
=[]
o-cenl- [ (503) 4]
u(z) = exp [-InJj(z) —Inz] |

es decir,

u(z) = zJ021(z) = % <1 + Z%,ﬂ”) : (20.5)

La solucién linealmente independiente a Jy(z) es entonces

No(2) = Jo(2) / ) tj% , (20.6)

lo que reescribimos como

No(2) = Jo(2)

00 00 o
an+ZbQVZ2V] = JO(Z) 1nZ+ZCQV (g) .
v=1 v=1

Reemplazando en la ecuacién diferencial (20.1)) determinamos los coeficientes c¢y,,. Para ello,
notamos que:

o0

1 1 1 2v
;N{)(z) =—Jy(z)Inz + ;Jo(z) + ; Co (

z

Z\2v=21
) 3

1 1 > 2020 — 1) 2\2w—2
Ng(2) = Jg(2) Iz + 2J5(2)~ = Jol2) 5 + ZCQV—) <_) '

Comparando los coeficientes de potencias iguales de z, se tiene la relacién de recurrencia

Cop—9 (—1)” 1
- — — > 1. i

Tomamos ¢y = 0, y notamos que sélo nos interesan los indices pares. Entonces

02:1,

Afirmacion

=yt 1
Copy = )2 <1+ + -+ +V). (20.8)
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Demostraciéon La demostracion es facil por induccién. Suponiendo que la afirmacién es
cierta para v = n, podemos calcular

SR S G VS B B W G Vi

= 1) (nl)? <1+2+ n> (n+ Dn+1
GG !

Czn+2—_[(n+1)!]2 <1+2 + - n n+1>

q.e.d.

Con este resultado, podemos escribir una solucién linealmente independiente de Jy(x) en
la forma:

No(z) = Jo(z) In(z) + (1%)2 (g)Q - (21!)2 (1 * %) <§>4 * (3%)2 <1 * % * %) (%)6 T |
(20.9

Gréaficamente:

Andlogamente, asociadas a las funciones de indices superiores J,(z), serd posible encontrar
la segunda solucién, N, (z).
En general, N, (z) se puede encontrar notando que la funcién
1

Sen am

No(z) = [Jo(2) cosam — J_n(2)] , (20.10)

es linealmente independiente a J,(z) si o € Z , y por tanto puede ser usada como segunda
solucién. Las N,(z) se conocen como funciones de Bessel de sequnda especie, o funciones de
Neumann. Lo interesante es que, al contrario de J_,(z), N,(2) continta siendo linealmente
independiente cuando « es entero. Para mostrarlo (no lo haremos aqui), se puede considerar
a =n+ €, y tomar el limite ¢ — 0. Resulta finalmente

9 s Lo (D' + 1)+ U(n+ 1+ 1)] f2)\2+n
N,(z) = ;ln <§> Jn(2) — ju ; 1Nl +n)! <2>
—%Z ”_l_l G)%” . (20.11)
donde \D(A)_LM (20.12)
TV dx '
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20.2. Funciones de Hankel

En el capitulo anterior, vimos que las funciones de Bessel se pueden representar en la
forma integral

1 ™
Jn(2) = 2—/ expli(zsen ¢ — ne)| de .
™ —T
Hagamos el cambio de variable ¢ = —1), de modo que
1 ™
T(e) = e [ explitzsens —nv)] v
Consideremos ahora una generalizacién de lo anterior al plano complejo, la funcion
O(2) = / e~ EseNSElaS g (20.13)
c
Sea '
g(s) = e . (20.14)
Entonces
g +a*g=0. (20.15)
Sea ademas .
f(z,8) =e 5 (20.16)
de modo que
2f of | >’ f
= ——. 20.17
St T =g (20.17)

Afirmacién ®(z) satisface la ecuacién de Bessel (bajo ciertas restricciones),

20" 4+ 2" + (2 —a®)® =0 . (20.18)

Demostracién Si (20.18)) se satisface, entonces

Con (20.17),

:‘“/79(/(%0

:—a/fg+ af/_[%g}c

=—a2/fg—/fg”+ [fg’—%g]
/fg +a’g) + {fg’—g—fg}

C

C



20.2. FUNCIONES DE HANKEL 243

Con ([20.15]),

0
0= {fg’ - 8—1}:9}

Por lo tanto, ® es solucién de la ecuacién de Bessel si f y 0f/0s son despreciables en el
contorno de integracién C.

C

q.e.d.
Sean ahora z = x > 0, s = 51 + 153, 512 € R. En este caso,
sen s = sen s1 cosh sy + 7 cos s senh so .

Considerando la afirmacién anterior, jen qué parte del plano (Re s, Im s) tenemos | f(z,s) | =
| ewsens | — (0?7 Esto es, buscamos un contorno C' tal que

Re(—ixsen s) = x cos s1 senh 5 —» —00 .
Esta condicion equivale a

senh sy — —o0 sicoss; >0,

senh s, — 00 sicoss; <O0. (20.19)

Escojamos los contornos de integracion:

G C,

Sobre estos contornos, f y 0f/0s son despreciables en infinito, y estamos en condiciones
de definir dos nuevas funciones, soluciones de la ecuacién diferencial de Bessel:

Definicién 20.1 Funciones de Hankel

1 . .
H(1,2) (ZL') _ _/ e iwsens jias 1o . x> 0 (2020)
m Ci,2
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Consideremos el caso particular a = n, y la expresion

I(z) = HY(z) + H? () (20.21)
De ([20.20)),
1 ) )
_[(.T) — _/ e—zwsensezns dS ,
T Jc
con
S
C
-Tt 0 ) s
Puesto que
6in(s+27r) _ e'ms 7

sen(s + 2m) =sens ,

las integraciones sobre los segmentos verticales de C' se anulan entre si. Se tiene entonces

Hr(Ll) (.1') + HT(LQ)(.%.) _ 1/ efixsenti)einzz) d¢ '
m

—T

Se siguen las siguientes relaciones entre las funciones cilindricas que hemos examinado:

=5 [HD + HP] (20.22)
N, = % (7Y — H?] (20.23)
y a la inversa,
HY = J, +iN, , (20.24)
H® =], —iN, . (20.25)

Recordemos ahora que las funciones de Bessel son, de algin modo, el equivalente a las
funciones sinusoidales en coordenadas cilindricas. A la luz de esa analogia, podemos clara-
mente observar que los resultados — nos “obligan” a considerar a las funciones
J, como el equivalente a un “seno”, a las funciones de Neumann como un “coseno” [lo cual
no es sorprendente, a la luz de los resultados y ], y a las funciones de Hankel al
equivalente a las “exponenciales complejas” respectivas. Estos resultados sin duda permiten
hacer la analogia con funciones arménicas simples mucho mas explicita.



Capitulo 21

Aplicaciones

versién 14 diciembre 2009

En este Capitulo aplicaremos algunos de los resultados obtenidos en los capitulos ante-
riores para resolver problemas de interés fisico. En particular, estudiaremos el problema de
encontrar el potencial electrostatico en un cierto volumen del espacio delimitado por superfi-
cies mantenidas a potenciales dados. Este problema involucra la solucién de Laplace en cierto
dominio del espacio real. En los capitulos anteriores hemos podido encontrar autofunciones
asociadas al operador de Laplace, y por lo tanto podemos escribir formalmente la solucion
como una combinacién lineal de tales autofunciones. Los potenciales fijos en las superficies
que determinan el dominio proporcionaran las condiciones de borde necesarias para encon-
trar todos los coeficientes de dicha combinacién lineal y, por ende, resolver completamente el
problema.

Ademéds, resolveremos algunos problemas relacionados con la ecuacién de onda (modos
normales de una membrana) y la ecuacién de difusion.

21.1. Coordenadas rectangulares
La ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares:

?d 9’0 9P
52 o T =0 (21.1)

Suponemos
O(z,y,2) = X(2)Y(y)Z(z2) . (21.2)

Sustituyendo en (21.1) y dividiendo por (21.2)) tenemos

1 d2X+ 1 d2Y+ 1 d*Z
X(x) d2?  Y(y) dy*> Z(z) dz?

=0. (21.3)

Si cada término en (21.3)) depende sélo de una variable independiente, cada uno debe ser

245
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igual a una constante:

12X ,
—_— = — 214
X(z) dx? “ (214)

1 @y ,
T = _ 21.
Y(y) dy? 7 (21.5)

1 &7 ,
- = 21.6

donde 4% = a2 + 2. Si elegimos arbitrariamente a? y /32 positivos entonces las soluciones de
(21.4), (21.5) v (21.6) son

X(z) = exp(fiox) ,  Y(y) = exp(£ify) ,  Z(z) = exp(£V/a? + f%2) ,
luego
D(x,y, 2) = eTioTeE Pyt at+i (21.7)

Observamos que:
— a 'y [ son arbitrarios y se determinan por las condiciones de contorno;

— por superposicién lineal de (21.7)) obtenemos la soluciéon méas general de la ecuacion de
Laplace en coordenadas cartesianas.

Ejemplos

1) Potencial en el interior de un paralelepipedo con caras a diferente potencial.

Consideremos primero el caso de un paralelepipedo con todas las caras a potencial cero
salvo una. El problema general, en el cual cada una de las seis caras estd a un potencial
diferente, se puede obtener como la superposicién de seis de estos problemas.

d=V(x,y)

z

NN

=c
A

X=a \ { y=b
/ ®=0
Si®d=0enxz=0,y=0y 2z =0, se tiene
X(z) = sinax,

Y(y) = sinpPy,

Z(z) = sinh(y/a?+ (22) .
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Si®d=0enz=ayy=0>,
aa = nm y Bb=mm ,

nmw mm nm 2 mm 2
a b a b

Podemos escribir el potencial parcial ®,,,,, el cual satisface todas las condiciones de contorno
excepto una:

luego

D, = sin(a,z) sin(B,,y) sinh(Ymz) - (21.8)

La solucién completa es la superposiciéon de estos potenciales para todos los valores posi-
bles de m y n:

O(x,y,2) = ZAnm sin(ay,x) sin(B,y) sinh(Y,mz) - (21.9)

nm

Solo queda satisfacer ®(x,y,z = ¢) = V(x,y):

V(z,y) = Z Ay sin(ag,x) sin(B,y) sinh(yume) (21.10)
correspondiendo a una doble serie de Fourier. Los coeficientes vienen dados por

A = —/ dx/ dy V (z,y) sin(a,x) sin(5,y) -

ab sinh(y,,c)

2) Calculemos ahora el potencial en la regién definida por los planos z = 0, x = a, y = 0,
y = 0o. Debido a la simetria de traslaciéon en z, el problema es efectivamente bidimensional:

Podemos afirmar que la solucion sera de la forma:
tiar to
O(x,y) = e |

con « real o complejo.
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La condicion ® =0en x =0y x = a, da
nmwx

X(z) =sin (—) .

a

La condicién ® = 0 para y — oo da

nmw

Yy =eW=ea¥,

Por lo tanto

_nm, . nnx
P, =c¢ aysm(—> )
a

La solucion general es

O(x,y) = ZAne_%y sin (@> :
n=1

a

Los A, son determinados imponiendo ® =V para y =0, con 0 < z < a:

An:g/ O (z,0) sin <@> ,
a /o a

con ®(z,0) = V. Es decir,

2V [T 2 ooy
An = sinu du = — cosu = _[(_1)n+1 + 1]
nm Jo nmw 0 ni
A = 4V {1 paran impar
" nm | 0 paran par
Asi, el potencial queda
4V 1 _on nrx
) y = — e o Ygq ( ) ] 2111
(x ?J) - Z ne sin . ( )

n impar

En principio ésta es la soluciéon al problema. En general, por supuesto, no es posible
encontrar una forma cerrada para la suma. En este caso, sin embargo, es posible, notando
primero que la soluciéon se puede escribir como una funciéon en el plano complejo, como
veremos a continuacion.

Usando que Im(e?) = sin 6§ y definiendo

i .
¥ — e'a (@tiY) 7

podemos reescribir el potencial como una funcién en el plano complejo:

> 2]

n impar

4
O(z) = %Im

(Esto es un hecho bastante general. En variable compleja, las funciones analiticas satis-
facen las condiciones de Cauchy-Riemann, que son equivalentes a una ecuacion de Laplace,
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por tanto no es sorprendente que un potencial electrostatico se pueda escribir en términos de
funciones analiticas en el espacio complejo.)
Integrando (1 & 2)~! = >"(F2)", tenemos

In(1+2) = p—L 42—
2 3 4
In(l-2) = —2-5-%5-%5+--
Restando ambos resultados,
{1 + z} 2"
In = =
1—2z ; n
n impar
es decir,
V 1
O(z,y) = —Im {ln . + Z}
—z

Por otro lado,

1+2z (142)(1-2) 1—|2>+2iIm(2)

1—z |1 — 2|2 |1 — 2|2
1 1 21
Im |In Ttz = fase |[In T = arctan m(z)
1—=2 1—=z 1—1z2
Pero .
2 = e%(z+iy) = ef%ye? ,
luego

_Ty . Yy
m(z) =e = sin "

_2my _ Ty fus?] _ Ty _my Y
1—|2P=1—¢e"a =¢ a(ea—e a):2e asmh(—).
a

Asi, finalmente,

2V sin ==
®(x,y) = — arctan ( i ) :
T

sinh ¥
a

21.2. Coordenadas polares, dos dimensiones

Estudiemos ahora el potencial entre dos placas conductoras que forman un cierto angulo
[ entre si, mantenidas a potencial V:

///%/
p o=V
#

t 4
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La ecuacién de Laplace en este caso es:

19 [ 09 1 0%®
S A I 21.12
pOp (pé’p) ( )

Separando variables,

D(p.6) = R(p)¥(6) .
Reemplazando en (21.12),

V(0) d dR(p) | i) P¥(0) _
p dp- dp p*  d¢?
o d ( dR(p)) L L)
R(p)dp \" dp U(¢) do? ‘
Cada uno de los términos debe ser igual a una constante:
. d ( M) _ 2 ) N
R(p)dp \" dp ’ U(p) do? ’
quedando las ecuaciones
d*R dR >V
2 — — VR = —_— U =0
pdp2 +'Odp v ) d¢2+V )
con soluciones
R(p) = a,p” +b,p™" U(p) = A, cos(vg) + B, sin(vg) . (21.13)
En el caso especial v = 0 las ecuaciones toman la forma
d—R = cte d2—\Ij =0
p dp - I d¢2 - )
con soluciones
R(p) = ag + bo lnp > \I/<¢) = A(] + B()gb . (2114)

Si no hay restricciones sobre ¢ (i.e. 0 < ¢ < 27) entonces por unicidad debemos imponer
que v € Z. Por la misma razon, cuando v = 0 debe imponerse By = 0.
La solucion general en dos dimensiones es entonces

P(p, ) =ag+bolnp+ Z(anp” + b,p ") (A, cosng + By, sinng) .
n=1

Notemos que:

1. Si el origen es incluido en el volumen, en el cual no hay carga, todos los b, son 0

2. Si excluimos el origen b,, # 0.
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3. El término logaritmico equivale al potencial generado por una linea de carga infinita
sobre el eje z, con densidad lineal de carga A = —by/2.

En nuestro problema, 0 < ¢ < 3. Las condiciones de borde son entonces

D(p,0) = B(p.B) = V.

La condicién de que la solucion sea finita en p = 0 implica que
bp=0,=0".

Para ¢ = 0 se obtiene
V =agAo + Z ayp’A, .

Siendo el lado izquierdo independiente de p,

a,A, =0,
CLQA() =V.

La primera ecuacién da A, = 0 (si a, = 0, no habria ninguna dependencia en p del potencial).
Para ¢ = 3 se obtiene

V =ag(Ao+ BoB) + Y _a,p”B,sinvf

agBoS = — Z a,p’ B, sinvg .

Siendo el lado izquierdo independiente de p, ambos términos deben ser nulos. Como agAy =V,
se sigue que ag # 0, luego
By=0.

En el lado derecho, en tanto, como a, # 0 (para preservar alguna dependencia en p del
potencial), y B, # 0 (para preservar dependencia en ¢), se concluye que

sinvf =0,

es decir
V= —

. m=123...
B

Queda entonces la solucion general

O(p,¢) =V + Y ap"™™ " sin (%b) .

m=1

Para p suficientemente pequenio sélo el primer término es relevante:

®(p,¢) ~V + ayp™ P sin (%b) :
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Las componentes del campo eléctrico son

od Ty =_q . (m]ﬁ)
E, = —~——pf "sin| —
g dp 8 3
100  mway; =_,4 <7ng5>
Ey, = ————>~—pF "cos|—
¢ 0o 8"
La densidad de carga para ¢ =0y ¢ = (3 es
— % ~ _ﬂp%71 X
AT 45

21.3. Ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas

La ecuacién a resolver es

-7 _ - Y (sinpZl - 7= _
r Or? (r 2sn000 \> 0 r2sin? 6 O¢p?

Separando variables, suponemos ®(7) = r U (r)P(6)Q(¢). Obtenemos

1 92 1 0 ( 8(13) 1 0?9

d*U U d dP UP d*Q
PQ— — | sinf— ———=0.
@z T 2snaan (Sm d9> T sinZg dg?
Si multiplicamos por rz% queda
1 d*U 1 d dP 1 d*Q
2.2 4 2 einp2 —_x
rsinf [U @ " Prrsingde (Smeczeﬂ T o =
El dltimo término debe ser una constante:
lCF_Q — _m2
Q do¢? ’
es decir
Q — e:l:im¢> )

Para que () sea univaluada para ¢ € [0, 27|, m debe ser entero.
Separando ahora las ecuaciones para P(#) y U(r), queda la ecuacién angular

2

1 d (.  dP m
sin 6 df (st%) * {l(l - Sin20:| F=0,

donde [(I + 1) es otra constante real, y la ecuacién radial

iwr) 1+ 1)U<T)

dr? 72

La ecuacién radial es la ecuacién de Euler, con solucién

=0.

Ulr) = Ar™ + Br=" .



21.3. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS ESFERICAS 253

[ atin esta por determinar. Escribiendo x = cosf, se observa que la ecuacion para P(0) es la
ecuacion generalizada de Legendre. Sus soluciones regulares en [—1, 1] (6 € [0, 27]), son las
funciones asociadas de Legendre (Cap. :

m m dm
P(a) = (1= 2" ()

sil esun entero,y m=—1, =l +1, ..., 1 —1,1.
La solucion general se puede escribir entonces,

9] l
O(r,0,¢) = Z Z Ay (Ar' + Br=") P (cos )e™

=0 m=-I

o en términos de los armonicos esféricos,

(o) l
O(r.0,¢) = > B (Ar' + Br="0) Y, (0,6) .

=0 m=—1

Si hay simetria azimutal, es decir, si no hay dependencia en ¢, entonces m = 0, con lo
cual la ecuacién para € se convierte en la ecuacién de Legendre ordinaria:

a4
dz

{(1 — :132)%} +I(l+1)P =0,

y la solucion general es
O(r,0) = Z(Aﬂ“l + Byr~ ") Py(cos ) .
1=0
{A;, B;} son determinados por las condiciones de contorno.

Ejemplo Potencial al interior de una esfera de radio a, en cuya superficie el potencial es
V().
En este caso, la solucién debe ser regular en el origen, luego

B =0.

Al imponer la condiciéon de borde,

V(f) = ZAlalPl(cos o),
1=0

con A;

20+1 [T
A= LT / V(0)P(cos ) sinOdo .
0

2al

Particularicemos al caso en que el hemisferio superior e inferior estan a potenciales opues-
tos:
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YV 0<8<7/2
V(Q)_{ -V w/2<0<nm

Entonces,
2] +1 /2 ' T '
A= 1% Py(cosf)sinf db — P(cos@)sinfdl| .
2d! 0 w/2
Con el cambio de variables u© = cos 6, de modo que du = — sin 6 df,
20 +1 0 -1
A = l+l v{_/ Pl(u)du—i—/ Pl(u)du] ,
2a 1 0
A = Lt Vv / Py (u) du—/ Py(u) du| .
2a 0 -1

Usando la paridad de los polinomios de Legendre,

1 0 1
/ P(u) du —/ P(u)du = 2/ P(u) du si [ impar,
0 -1 0
y es cero si [ es par. Si [ es impar, entonces,

20+1

1
A= o V/O Pi(u)du =

20+ 1 1\ Y2 (=21
al v

y la solucién queda

-y (1) " UG @) e

a
Es facil darse cuenta que para resolver el problema exterior, basta reemplazar

r l a I+1
) — ()
a r
en la solucién anterior.

A partir de la discusion sobre la funcion generatriz de los polinomios de Legendre, Sec.
18.1], es inmediato obtener el siguiente importante resultado:

1 >yl 1
> 5 Pilcos) =

=0 >

Erl VT2 1L —2rors cosy
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donde r~ (rs) es el mas pequeno (grande) de |Z| y |Z'|, y v es el angulo entre ¥y &’.
También importante es la siguiente observacion: notemos que si tenemos un problema con
simetria acimutal, el potencial sobre el eje z es (0 =0, cosf = 1, Pj(cosf) = 1)

o] Bl
O(z) =Y Az + prl
=0

En consecuencia, si hay simetria acimutal, y de algiin modo conseguimos evaluar el potencial
sobre el eje z como una serie de potencias, eso significa haber encontrado los coeficientes A,
y B; de la expansién anterior. Dada la unicidad de la expansion, entonces, el potencial en
todo el espacio se obtiene simplemente reemplazando z por r, y multiplicando cada término
de la serie por Pj(cos#). Veamos un ejemplo a continuacion:

Ejemplo Consideremos un anillo de radio a y densidad de carga ¢, paralelo a y a una
distancia b del plano z-y. Deseamos encontrar el potencial debido a este anillo cargado en
todo el espacio.

a9 =
a
b ’ E
/N///

Este problema tiene claramente simetria acimutal. Ademads, es particularmente sencillo
encontrar el potencial en el eje z, que es el eje de simetria del anillo. En efecto, todos los
puntos del anillo se encuentran a la misma distancia R de un punto dado sobre el eje z.
Calcular el potencial en dicho punto como una suma sobre todos los puntos del anillo resulta
muy simple. Si A = ¢/27a es la densidad lineal de carga, entonces

B(2) /27r Aa df q 2am q
2] = = —=
o R 2ar R (224 ¢ —2zccosa)l/?

donde ¢ = a* + b* y a = arctan(a/b). Ahora podemos distinguir dos casos:
. —
siz>c, d(z2) :qgﬁﬂ(cosa) ,

o
siz <ec, O(2) = qz %Pl(cosa) :
1=0
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Hemos entonces expresado el potencial en el eje z como una serie de potencias, y los coefi-
cientes tienen la forma que esperabamos, ~ z! para z pequeno, y ~ z~(*1 para z grande.

Ahora podemos afirmar que el potencial en todo el espacio se obtiene simplemente mul-
tiplicando por P;(cos#) todos los términos de la serie:

O(r,0) —qz l+1 (cos ) P(cos ) ,

donde r-(r~) es el mas pequeno (grande) de r y c.

En particular para o = 7 y 0 = 7 (el anillo se encuentra sobre el plano x-y, y el punto

de observacién esta sobre el mismo plano),

P (73 —> = (]Z ﬁ[Pl(O)]
2 =0 ">

Pero

2k ’

luego

q°° r2k [(21{—1)!!}2

2k+1 ok |
=0 | > :

Volviendo a los problemas sin simetria acimutal necesariamente, de modo que la soluciéon
de la ecuacion de Laplace puede ser escrita

10.6) =3 3 P + Bt i (0,)

=0 m=-—I

el potencial dentro de una esfera de radio R donde se ha especificado sobre su superficie el
potencial V (6, ¢) vendra dado por la condicién:

) l
- Z Z AlleYim(ea ¢) )
=0 m=—1
donde 1

Finalmente, recordemos que hemos expresado |Z — 2’| ™' como una serie de potencias de
|Z| y |&’|, involucrando el coseno del dngulo v entre ambos vectores. A su vez, si 'y Z’ estan

determinados por los dngulos Q = (6, ¢), Q' = (#', ¢'), conocemos una relacién entre Fj(cos )



21.4. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS CILINDRICAS 257

y los arménicos esféricos evaluados en €2 y €2 [(18.58)]. Esto da origen al Teorema de adicion
de los Armonicos Esféricos:

‘f :I_f _47TZ Z 2l+1 l+1 lm(el (b)Y (9,(b)

=0 m=—1

Esta expresion nos permite escribir el potencial debido a una carga puntual, separando
entre si las coordenadas asociadas a ¥ y a Z’. Esto resulta til al integrar sobre una de
las variables, digamos 7’ (que puede representar la posicién de la distribucién de carga),
manteniendo a la otra coordenada () constante (punto de observacién).

En definitiva, esta formula de adicién no hace sino recordarnos que cualquier funcién angu-
lar (en particular la distancia entre dos puntos cualesquiera del espacio) puede ser expandida
en la base de armonicos esféricos.

21.4. Ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas

La ecuacién a resolver es:

9?® 109 10°® 0%

SR I
op? ’ p Op " p* 0¢? grE
Separando variables:
®(p,0.2) = R(p)Q(¢)Z(2) ,
queda

d*R  QZdR RZd*Q d*Z
Z— RQO— = 0

@ dp? T p dp+ d¢2+ dz?

1 d*R 1 dR 1 d*Q 1d°Z
et =t et o
Rdp?>  pRdp  p?Q d¢?> 7 dz?
La tunica dependencia en z esta en el tltimo término, y la tnica dependencia en ¢ esta en
el peniltimo término, por tanto deben ser iguales a una constante, que llamamos k? y —1v/2,

respectivamente. Entonces quedan las ecuaciones:

d*Z
—— —kZ=0
dz? ’
d*Q 9
T& +v Q =0 s

AR 1dR v?

—_— + —— K- = |R=0.

Y ( /)2)

Las ecuaciones para z y ¢ tienen solucién:
— eikz ’ Q — eiiuqﬁ )

Para que la funcién sea univaluada cuando 0 < ¢ < 27 es permitido, v debe ser entero.
k., por su parte, puede ser cualquier niimero real en principio.
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Si x = kp, la ecuacién radial queda

>R 1dR V2
A R Iy
da:2+asdx+( xZ) ’

que es la ecuacién de Bessel, con soluciones J,, J_,. Estas soluciones son linealmente inde-
pendientes sélo si v € Z. Si todos los angulos entre 0 y 27 son permitidos, que es lo usual,
entonces v es entero y no son independientes, y hay que usar como base de soluciones las
funciones de Bessel y de Neumann, J, y N,, con

N, (z) = Jy(x)cosvm — J_,(x) |

sin v

o bien las funciones de Hankel:

Si las soluciones deben ser regulares en el origen, sin embargo, las soluciones a usar son
solamente las funciones de Bessel .J,(z). La sucesién {/pJ,(z,,2)} con v fijo, J,(z,n) = 0,
n =1, 2, 3...es un conjunto de funciones ortogonales en el intervalo 0 < p < a, cumpliéndose
que

2

/Oa pdy (:L’ynfg) Jy <xun§) dp = %[JV+1(an)]26nn/ '

Al escribir una funcién arbitraria de p como combinacién lineal de esta base se obtiene la
llamada expansién en serie de Fourier Bessel:

flp) = iAmJV (xng) 0<p<a,
n=1

con
2

¢ P
App = — £ .
vn a2J3+1(xun) A pf(p)JI/ (xuna> dp

De lo indicado en la seccién se sigue que esta expansion es apropiada cuando la
funcién es nula en p = 0, es decir, cuando las condiciones de borde sobre el manto del
cilindro son tipo Dirichlet. Si las condiciones de borde son tipo Neumann, de modo que la
derivada de la funcién se debe anular en p = a, entonces es posible una expansion en la

basey/p.J,, (Yvn?2) donde y,, es la n-ésima raiz de _dJ&,x(:p).

Ejemplo Busquemos el potencial en el interior de un cilindro cuya tapa superior se encuentra
a potencial V(p,0):



21.5. OTRAS APLICACIONES 259

Todos los angulos ¢ estan permitidos, por lo tanto podemos escribir las funciones en cada
variable en la forma:

Q(p) = Asinme¢ + Bcosmeo ,
Z(z) = sinhkz,
R(p) CJm(kp) + DN, (kp) .

La expresion para Z(z) satisface la condicién de borde Z(0) = 0. Como ademas P es finito
en p = 0, debe tenerse

k:k’mnzxmn7 n=123,
a

donde x,,, es la raiz n-ésima de J,, i.e. J, () = 0. La solucién general se escribe entonces

D(p, ¢, 2) Z Z I (Kmnp) sinh(kypn 2) [Apn sin(me) + By, cos(ma)] .

m=0 n=1
Imponiendo la condicién de borde en z = L:
Vip,9) = Z sinh(kyn L) Jon (K p) [Amn St + By, cosma)

Los coeficientes del potencial A,,,, B,., se encuentran invirtiendo esta doble serie de Fourier
Bessel. Usando las relaciones de ortogonalidad para senos, cosenos y las funciones de Bessel:

2 cosech (kL) [*" '
Ao = 22T mnco/ d¢/ Ap pV (9. ) T (np) sin
2 cosech(k,, L)
B - .
v = S [ a0 [ 00 0. ) b cosme

21.5. Otras aplicaciones

21.5.1. Modos normales de oscilacién

Un sistema oscilatorio se puede caracterizar por una variable (7, t) (escalar o vectorial)
que depende del espacio y el tiempo, y que satisface la ecuacién de onda
1 9%

2 _
V- Gae =0
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donde v es la velocidad de propagacién de las oscilaciones. 1) puede ser la altura de cada
punto de una cuerda tensada horizontalmente, la presién de un gas, el dngulo de un péndulo
respecto a la posicién de equilibrio, el campo electromagnético, etc. Los modos normales de
un sistema oscilatorio son aquellos en que todas las partes méviles del sistema oscilan con
una misma frecuencia, w. En este caso, la dependencia temporal de v, para todo 7, se puede
escribir como un factor e™?, en cuyo caso la ecuacién de onda se convierte en la ecuacion de
Helmholtz:
(V2 + k%) (i) =0,

con

k=w/v.

Al involucrar el operador Laplaciano, esperamos que sus soluciones (es decir, la amplitud
de los modos normales de oscilacién de un sistema general), se pueda escribir en términos
de funciones sinusoidales, armoénicos esféricos o funciones de Bessel, segtin la simetria del
problema. Revisemos algunos ejemplos.

Modos normales de un gas dentro de una cavidad esférica de radio a

La ecuacién de Helmholtz se escribe en este caso:

1 02 10 (. oY 1 0%
;w(“ﬂ) + r2sin 0 90 (smG ) 72 sin? 987&

212
- RN =0,

Separando variables, escribiendo ¥(7) = R(r)P(0)Q(¢), es facil advertir que las ecuacio-
nes angulares seran las mismas que para la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas
(Sec. [21.3]), de modo que la parte angular corresponderda a los arménicos esféricos:

P(0)Q(¢) = Yin(0,9) .
La ecuacion radial, en tanto, queda:

1 d?
;W(TR(T)) -

Con el cambio de variables

queda
[ d? 1d (1+ 1)?
— e — -2 | U(r)=0.
| dr? * rdr + r? } (r)
Con r = kx, queda
(2 1d (I+3)?
4+ T 41— 2 =
| da? iyl x? ] Ulz) =0,
que es la ecuacién de Bessel (19.1)) con a =1+ 1/2. Asi, la solucién radial se puede escribir
en la forma ; " N "
R(r) — A, l+1/2( r) l+1/2( r)

rl/2 m= 12 ’
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que se puede reescribir en términos de las funciones de Bessel esféricas:

T

Jilx) = %JH%(-T) ,
T

ny(r) = gNHl(%)

Como sus equivalentes cilindricos, j;(x) es regular en el origen y n,(z) es singular en el origen.

(Observemos que los mismos argumentos energéticos que nos sugieren que .J,, debe dismi-
nuir su amplitud como +/z, nos muestran ahora la necesidad de que las funciones de Bessel
esféricas tengan el prefactor y/z. En efecto, para un frente de onda esférico la amplitud debe
decrecer como 1/r, ya que el drea de dicho frente crece como 2. Como la funcién de Bessel
por si sola, asintéticamente, tiene amplitud proporcional a 1/ \/?, se requiere un factor 1/4/r
adicional para tener el balance energético correcto.)

Estando interesados en el interior de una cavidad esférica, nos quedamos con ji(x). Al
imponer la condicién de borde de paredes fijas, es decir ¥(r = a, 8, ¢) = 0, se obtiene

Lin

k:kln:_a
a

con xy, es n-ésimo cero de j;(z).

Ahora bien, cada k corresponde a un modo normal (es decir, a un modo caracterizado
por una unica frecuencia, dada por w = ck). Los modos normales de la cavidad esférica son
entonces

Yuan() = i (2= ) Vi (0.9) |

asoclados a frecuencias
Lin
Win = vkyy, = v— .
a

v es la velocidad del sonido en el gas. Observemos que la frecuencia no depende del indice
azimutal m. Es decir, existen 2[+1 (la cantidad de m’s posibles para cada [) modos normales
con la misma frecuencia (el espectro es degenerado).

Finalmente, la soluciéon general entonces es una combinacién lineal sobre todos los modos

normales:
oo 00 l
=3 D Auntuin(r 6, ¢)e "

n=1 =1 m=—1

Los coeficientes A,,;,,, se obtienen al imponer una condicién inicial. Por ejemplo, si inicialmente
el gas al interior de la cavidad esférica estd dado por una funcién ¥g(r, 0, @), los A, se
obtendran invirtiendo la serie de Fourier

l

o(r,0,9) = ZZ Z AnimJi (Iln£> Yim (0, ¢) -

n=1 =1 m=—1



262 CAPITULO 21. APLICACIONES

Membrana circular

Consideremos los modos de oscilacién de una membrana circular de radio a, densidad de
masa superficial o, sometida a una tension 7', con extremos fijos. En este caso, la ecuacion de
Helmholtz involucra el Laplaciano en dos dimensiones, conveniendo escribirlo en coordenadas

polares:
10 0 1 0?
[;8_p (pa_p) + === —i—kﬂ v(p,d) =0.

La separacién de variables, 1(p, ¢) = R(p)\If(¢), de modo andlogo a lo realizado en la seccién
21.2 da las ecuaciones

d’R 1 dR 2
— t- E——=|R=0,
dp*  p dp p?
d>U 9
— 4+ v =0.
d¢?
La ecuacién angular tiene soluciones arménicas, e*®*?. La monovaluacién de la solucién en
el intervalo [0, 27| indica que v € Z. La ecuacién radial, en tanto, es la ecuacién de Bessel,
con solucién J,(kp) (la otra solucién linealmente independiente, N, (kp), no es aceptable
fisicamente, pues diverge en p = 0. Ademas, la condicién de borde fijo implica que
Tyn

k=k,= ,
a

con x,, el n-ésimo cero de J,(z). Cada k,,, estd asociado a una frecuencia

W = Vliyn = 022 (21.15)
a

donde

T
v=1/—
o

es la velocidad de propagacion de las vibraciones sobre la membrana.

A diferencia de lo que ocurre con las oscilaciones de una cavidad esférica, la frecuencia
depende de todos los indices (v y n) presentes en el sistema, luego no hay degeneracién del
espectro. Todos los modos normales tienen distinta frecuencia. Estos modos estan descritos
por la funcién

Yun(p,0,t) = J, <x,,na) (A, sen(vg) + B, cos(vg))e™ (21.16)

y la solucion general por una combinacién lineal de estos modos:
ZZ‘] <$un > (A, sen(vg) + B, cos(vg))e™ .
v=0 n=1

Dado que las frecuencias (21.15]) son proporcionales a los ceros de las funciones de Bessel, es
posible conocer la razon entre las frecuencias de oscilacién de la membrana circular. Las seis
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frecuencias més bajas son:

wo1

w11 = 1.593wq1 ,
wo1 = 2.136wp1
w2 = 2.295wo1 ,
wio = 2.917wq; ,
wo3 = 3.598wyq; .

Para dibujar estos modos normales, basta notar que su amplitud se puede reescribir en la
forma:

J, (x,m§> cos(vp + o) ,

con «, una cierta fase, que podemos considerar nula si nos interesa sélo un modo normal a
la vez. Entonces advertimos que la frecuencia w,,, corresponde a un modo de oscilacién con
n nodos radiales —contando el borde fijo como un nodo radial— y v nodos angulares. Los
primeros seis modos normales tienen la siguiente forma:

OICSE
elsle

En esta figura, las lineas indican lineas nodales, el signo + indica regiones que en un tiempo
dado se desplazan saliendo del plano de la pagina, y el signo — regiones que en el mismo
tiempo se desplazan entrando al plano de la pagina.

21.6. Ecuacion de difusion

Si u es una cantidad conservada, entonces uno puede afirmar que la variacion de u dentro
de un volumen sélo es posible porque hay un flujo de esa cantidad a través de las paredes del
volumen:

d

— dFu('F,t):—/ da - J(7,1) (21.17)
dt Jy S[v]

donde J es una corriente asociada a u. Del teorema de la divergencia se sigue entonces que

- Ou
—=0. 21.1
- J+ T 0 ( 8)
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Puesto que se espera en procesos de difusion que exista corriente sélo si hay gradientes de
concentracion, y que la direccién de la corriente sea tal que vaya de puntos de alta concen-
tracién a puntos de baja concentracién (tendiendo a homogeneizar el sistema), se supone
tipicamente que

J = =A\Vu(F 1) , (21.19)
con A alguna constante. Se tiene entonces
1 0u
Viu—~—=0. 21.20
YT Nt (21.20)

Por ejemplo, la ecuacion de difusién del calor es de la forma , con A = K/op, donde
K es la conductividad térmica, o el calor especifico y p la densidad.

Consideremos entonces el problema de la difusién del calor en el interior de un parale-
lepipedo de aristas a, b, ¢, cuyas paredes estan a temperatura cero, y que inicialmente tiene un
perfil de temperatura ug(z, y, z). El dibujo es esencialmente el mismo que el de la pagina[246]
asi que no lo repetiremos.

Al separar variables en (21.20)), escribiendo u(7,t) = R(7")T(t), obtenemos

V?R 11dT

R AT dt

Ambos términos deben ser entonces igual a una constante, que llamaremos —k?2. Entonces
obtenemos, para la parte temporal,

drl
— + AT =0
a :
que tiene por solucién ,
T(t)=e ",

lo que indica que, si k es real, un perfil inicial decaerda exponencialmente hacia la situacion
de equilibrio. La parte espacial, en tanto, es

V2R + kK2R =0,

que no es sino la ecuacion de Helmholtz.
Dada la simetria del problema, la escribimos en coordenadas cartesianas y separamos
variables, R(7) = X (z)Y (y)Z(z), obteniéndose

X// Y// Z//
S R0 (21.21)

Concluimos entonces que cada término debe ser igual a una constante. En particular, podemos
escribir X" /X = —a?, Y")Y = -2, Z"/Z = —~?, de modo que

X" +a’X =0,
Y”—I—52Y:0,
7" +4*7Z =0.
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Notando que deben satisfacerse las condiciones de borde X (0) = Y (0) = Z(0) = X(a) =
Y (b) = Z(c) = 0, concluimos rapidamente que las soluciones son

X(z) = sen (gnxx> ,

Y (y) = sen (%nyy> ,

Z(z) = sen (znzz> ,

c

con ny, Ny, n, enteros. Reemplazando estas soluciones en ([21.21)) encontramos que

= b =) () () (%) (21.22)

La base de soluciones de (21.20]) es entonces

ng )2 ny 2 nz 2
Uny iy m. (T,Y, 2,1) = sen (%nxx> sen (%nyy> sen (gn2z> e_)”rz[(T) () ()] , (21.23)

y la solucion general es de la forma

u(z,y,z,t) = Z Ay g Ung s (T, Y, 2, ) (21.24)

Ng Ny ,nz=0

Por ejemplo, si inicialmente tenemos un cubo de arista a, con un perfil de temperatura
inicial sinusoidal en todas direcciones:

u(z,y, z,0) = Ty sen <Zx> sen (Ey> sen (Ez) , (21.25)
a a a
es inmediato verificar, al imponer esta condicién inicial sobre (21.24)), que
Anz,ny,nz = Toénz,lény,lcsnz,l s (2126)

y que la evolucién temporal de este perfil sera

2
u(z,y, z,t) = Ty sen <zx> sen <zy) sen (zz> e NaEt (21.27)
a a a

21.7. Difusién con creacion de particulas

Consideremos la evolucién de neutrones en material fisionable. Cuando un neutrén im-
pactar sobre un nticleo de U*® —por ejemplo—, éste se fisiona y se liberan nuevos neutrones,
que pueden continuar la reaccion en cadena. En principio, la densidad de neutrones es una
cantidad conservada, salvo por el hecho de que se estdn generando nuevos neutrones continua-
mente. Si n(7,t) es la densidad de neutrones, J su corriente, y si suponemos que la creacién
de neutrones ocurre a una tasa temporal 1/7, y es proporcional a la densidad de neutrones
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(es decir, se generan mas neutrones en regiones donde hay mayor cantidad de ellos), podemos
reescribir la “ecuacién de conservacion” (21.17)) para los neutrones en la forma

—

1
L gingrr) = — / di - J(Ft) + / dFn( 1) (21.28)
dt Jy S[V] T Jv

Al usar el teorema de la divergencia para el término de superficie, y poner una ley para la
corriente de la forma (21.19)), es claro que se obtendra la siguiente ecuacién para la densidad:

on 9 1

es decir,

Vin—~—+-—n=0. (21.29)
Esta ecuacién de continuidad modificada describe el comportamiento de la densidad de neu-
trones en material fisionable, considerando creaciéon de neutrones a una tasa proporcional a

su densidad.
Separando variables en la forma n(r,t) = R(7)T(t), se tiene:

VIR _ 1dT 1
R XNT'dt M~

Cada lado debe ser igual a una constante, que llamaremos —k?, de modo que quedan las
ecuaciones

(V*+k)R=0,
T 1

C;—t =—(1—K)T,
-

es decir nuevamente la ecuacion de Helmholtz para la parte espacial, y una parte temporal

de la forma
T(t) _ e%(l—kQAT)t .

Estudiemos ahora una geometria especifica: una esfera de radio a que contiene U?3?, que
impide el ingreso o fuga de neutrones por sus paredes, de modo que n(r = a,0,¢,t) = 0.
Debido a la simetria esférica, el problema para la parte espacial es el mismo que para los
modos normales dentro de una cavidad esférica (Sec. , es decir,

Lin
= kip = — 21.
k= hin=— (21.30)
Y r
R(r) = ji (ma) Yim (0. ¢) (21.31)

con j;(z) la funcién de Bessel esférica e Yj,,,(0,¢) los arménicos esféricos. Con (21.30) y

(21.31)), la base de soluciones de (21.29)) es

r

(7 1) = i (:c,na) Vi (0, 0)e” (1) , (21.32)
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La evolucion de la densidad de neutrones en esta esfera de material fisionable, para un perfil
de densidad inicial dado, es de la forma

nlm
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